L’ALGORITHME DE GAUSS-JORDAN

1. LA FORME ECHELONNEE (REDUITE) D’UNE MATRICE AUGMENTEE

Considérer le systeme linéaire suivant.

a1z + -+ arnTy, =b

Am1T1 + AT =bp,
Sa matrice augmentée est la matrice de taille m x (n + 1)

aix -+ Aln by
am1 Amn bm

La matrices augmentée [A:b] est en forme échelonnée si les trois conditions suiv-
antes sont satisfaites.

(1) Si E([AI;]) # 0, alors son premier coefficient non-nul depuis la gauche est
un 1, que 'on appelle le pivot de K_;([Al;])

(2) Si Z_;([Al;]) = 0, alors E_;([Ag]) — 0 pour tout j > i. Autrement dit, toutes
les lignes de zéros se trouvent ensemble en bas de la matrice.

(3) Si€;([AB)) # O et L1 ([A3D]) # O, avec pivots ([AiD])i; = 1 et ([AD])ir1x =
1, alors j < k. Autrement dit le pivot de la i®™¢-ligne se trouve & gauche
de celui de la (i + 1)®™-ligne.

Elle est en forme échelonnée réduite si, de plus, la condition suivante est vérifiée.

(4) Si E]([Ag]) contient un pivot ([Afg])ij = 1, alors ([Afl;])kj = 0 pour tout
k # 4. Autrement dit, un pivot est le seul coefficient non-nul dans sa colonne.

L’intérét des matrices augmentées en forme échelonnée réside dans la facilité avec
laquelle on trouve les solutions du systeme linéaire y associé.

Exemples.

(1) Une matrice en forme échelonnée et son systeme linéaire associé:

1
0
0

o O N
_ O = W
O N
S W Ot
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et
1 + 229+ 3x3 +4x4 =5
a:3+2x4=3
0=0

On voit facilement que les solutions de ce systeme sont les vecteurs
(=4 —2s+2t,s,3 — 2t,t)

pour tous s,t € F.
(2) Une matrice en forme échelonnée réduite et son systeme linéaire associé:

10 2 0 3
01 -1 0 -2
0o 0o 0 1 -7

T + 2x3 =3
To — X3 =-2
Ty = -7
On voit encore plus facilement que les solutions de ce systeme sont les

vecteurs
(3—2s5,—2+s,s,—7)

pour tout s € F.

2. L’ALGORITHME DE (GAUSS-JORDAN

Nous résumons ici un algorithme qui permet de transformer toute matrice en
une matrice en forme échelonnée (réduite). Cet algorithme utilise les opérations
suivantes.

Définition. Soit A une matrice de taille m x n, a coefficients dans F. Il y a trois
types d’opérations élémentaires sur les lignes de la matrice A.

(1) Opération I; ;: Permuter Z;(A) et £;(A), pour obtenir une nouvelle matrice
A’ de méme taille et telle que

N

ti(A)
(e(AT) = ¢ £5(A)
1 (A) : sinon.

/. k=
; k=1

<

(2) Opération II; y: Multiplier ﬂ_;(A) par A € F, pour obtenir une nouvelle
matrice A” de méme taille et telle que

— /" )\E,(A)k:Z
(A7) = Zo(4) s
k : sinon.

!

(3) Opération III; ; x: Remplacer ;(A) par Z;(A) + - E_;(A) pour obtenir une
nouvelle matrice A” de méme taille et telle que
. GA) +N-G(A) i k=i
o — { (A) + X £5(4)

1(A) : sinon.
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L’algorithme. Soit A une matrice m x n.

(1)

Soit jo = min{j | &j(A) # 0}. Autrement dit, &, (A) est la premiére colonne
non-nulle de A depuis la gauche. S’il n’y a pas de colonne non-nulle, alors
la matrice A est la matrice zéro, qui est en forme échelonné réduite, et
I’algorithme s’arréte.

Si (A)1j, = 0, appliquer & A l'opération I; ;,, ot (A);,j, # 0, pour obtenir
une nouvelle matrice A’ telle que (A’)1;, # 0. (Il existe forcément un tel 4o,

puisque &, (A) # 0.)

Appliquer a A’ V'opération II; 5, ou A = (A’)
matrice A" telle que (A”);, = 1.

—1
1507

pour obtenir une nouvelle
Pour tout ¢ > 1, appliquer & A” Popération IIL; ; »,, ou A\; = —(A");,, pour
obtenir une nouvelle matrice A"’ telle que (A”");;, = 0 quelque soit i > 1.
Soit B la matrice de taille (m — 1) x (n — jo) obtenue de A" en enlevant les
colonnes & (A"), ..., ¢, (A"") et laligne ¢, (A”"). Appliquer les étapes (1)-(4)
de lalgorithme & B et ensuite I’étape (5) a la matrice B” qui en résulte.

Apres au plus m circuits a travers 'algorithme, il s’arréte, et la matrice A obtenue
a la fin est en forme échelonnée. Si I'on veut une forme échelonnée réduite, il faut
suivre les étapes ci-dessous.

(6)

Soit

j1 = max{j | &(A) contient un pivot et au moins un autre coefficient non-nul}.

(7)

Si toute colonne contenant un pivot n’a aucun autre coefficient non-nul,

P’algorithme s’arréte. Soit (A);,;, = 1 le pivot.

Pour tout i < iy, appliquer a A lopération L 5y s OU py = —(A)ijys
pour obtenir une nouvelle matrice A’ telle que (A’);;, = 0 pour tout i # i;.

Appliquer I'étape (6) & la matrice A’.

Cette deuxieme partie de I’algorithme s’arréte apres au plus n étapes. La matrice
A obtenue a la fin est en forme échelonnée réduite.

Une illustration détaillée de I’application de cet algorithme sera fournie au cours.



