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Correction exercice 1
En notant Cy,Cy.C3 et Cy les colonnes du déterminant, on constate que

Co—Ci=Cy—Cy=C=

—_ = = =

or, comme le déterminant est une forme multilinéaire et alternée, on a :
det(Cl, CQ, Cg, 04) B det(Cl, Cg — 01, 03, 04 — Cg) = det(Cl, C, 03, C) = 0.

Correction exercice 2

1. Comme le déterminant est une forme multilinéaire et alternée, on obtient
det(C’l—I—C’g, 02+03, . >Ci+ci+17 ceey Cn+01) = det(Cl, Cg, ey C’n)—i—det(C'g, 03, . 7Cn7 Cl)
= det(C1,Cy,...,Cp) + e(o)det(Cy, Co,y ..., Cy)

ot € désigne la signature et o est la permutation telle que (i) =i+ 1 pour 1 <i<mn-—1
et o(n)=1. On a e(o) = (—1)"1.
On en déduit que

det(Cy + Cy,Cy+ Cs, ..., C; + Ciyq, ..., Cp + C1) = 0 pour n pair
et
det(C’1 + CQ,CQ —+ Cg, e Cz + CiJrl, Ce ,Cn + Cl) = 2d€t(Cl,CQ, Ce ,Cn) pour n impair

2. Par multilinéarité on a
det(Cr+ ...+ Cp,Cy,...,Co) =Y det(Cy, Ca, ..., Cy)
i=1

le déterminant étant une forme alternée, le seul terme non nul de la somme précédente
est celur correspond au cast =1 d’ou

det(Cy + ...+ Ch, Ch,. .., Co) = det(Cy, Ca, ..., C).

Application
On note C; les colonnes du déterminant a calculer. On a
1
1
Ci+...+C,=(a+ (n—1)b) = (a+ (n—1)b)C
1



d’otu
det(C’l, CQ, NP ,Cn) == det(C’l + ...+ Cn, Cg, ey Cn>
= det((a+ (n— 1)b)C,Cy,...,Cp) = (a+ (n— 1)b)det(C, Ca, ..., Ch)

1l nous reste a calculer

1 6 b b
1 b ... b
det(C,Cy,...,Cp) = 1 b a ... b
1 b ... b a

En remplacant la ligne L; par L; — Ly pour 2 < i <n on obtient

1 b b ... b
0 a=b 0 ... 0

det(C,C,...,Co) =0 0 a=b ... 0
0 0 ... 0 a-b

Le déterminant d’une matrice triangulaire étant égal au produit des termes sur la diago-
nale, on obtient

det(C1,Cs,...,Cp) = (a+ (n—1)b)(a —b)" L.

Correction exercice 3
C’EST FAUX'!
Prendre, par ezemple, les endomorphismes de R? ayant pour matrices dans la base canonique

(on) (o)

Correction exercice 4

On a

B A B—-A A-B 0 A-B

ou la premiere égalité est obtenue en remplacant, dans le déterminant par blocs, la ligne Lo par
Lo — Ly et la deuziéeme égalité est obtenue en remplagant la colonne Cy par Cy + Cy. On peut
alors appliquer le résultat du cours donnant le déterminant d’une matrice trinagulaire par blocs
pour obtenir

‘AB’_‘ A B _‘A+B B

A B
B A

‘ = det(A+ B).det(A — B)

Correction exercice 5
Supposons que abc # 0 et partons du déterminant de gauche. En remplacant Cy par aCs, Cs
par bCs3 et Cy par cCy on obtient :

01 1 1 0 a b c
1 0 & | 1|1 0 b?* o
1 2 0 a®| abell ac? 0 ca?
1 ¥ a® 0 1 ab® ba®> 0



En remplacant Lo par bich, L3 par iLg et Ly par $L4 on obtient :

0 a b c 0 a b c
1110 be* b | b i 0 c b
abel1 a2 0 ca? | € - ¢ 0 a
1 ab® ba®> 0 % b a 0
En remplacant Cy par abcCy on obtient :
0 a b c 0 a b ¢
b bic O cb| |a 0 cd
ave i c 0 al |b c 0 a
ﬁ b a 0 c b a 0

Les cas ou abec = 0 se traitent de maniére similaire et sont laissés au lecteur.

Correction exercice 6

(Remarque : Comme P(0) = det(A) # 0, la matrice A est inversible et cela a donc un sens de
parler du polynéme caractéristique de A™1.)

Soit R(X) le polynome caractéristique de A™*. On a

R(X) = det(A™ — XI).

Or, A7V = XT = A1 (I — XA). Comme det(A) # 0, 0 n’est pas valeur propre et on peut donc
écrire A7t — XT = (—=X)A™ (A — %I). On a donc

R(X) = det((—X) A~ (A — %1)) — (— 1) X" det(AN (A — %z)
— (—1)" X" det(A ) det(A — %z) _ (—1)”X”det(A1)P(%)

ot la premiere égalité découle de la multilinéarité du déterminant, la seconde de la propriété sui-
vante du déterminant det(AB) = det(A)det(B) et la derniére de la caractérisation du polynome

caractéristique. Comme det(A™1) = detl(A) = % on obtient
(-mx™ 1
RX) =22 proy.

Correction exercice 7

Par hypothese, il existe v € V tel que T" %0 # 0 et T v = 0. En adaptant la preuve de
Uexercice 3 de la série 8, (v,Tv, ..., T"?v) est linéairement indépendante. Soit w € V, w &
span(v, ..., T"2v). Alors B = (v,...,T"%v,w) est une base de V, et

010 0
0 01 0
T 000 0
s : 1
000 0 =
000 0 X

Par conséquent, le polynéme caractéristique de T est (x —0)""H(z— ) = 2" Y (x—N). SiA =0,
T a une valeur propre; sinon, il en a deuz.



Correction exercice 8

On pose U = {p € P3(R) | p(0) = 0,p'(0) = 0}. On vérifie que U est un sous-espace de Ps3(R) ;

en fait, si p(x) = ag + a1x + asx® + azz® alors p(0) = 0 ssi ag =0 et p'(0) =0 ssi a; = 0. Donc

U = Span(x2 x ) Il faut trouver une base orthonormale de U par rapport au produit scalaire
f p(z)q(z)dz. Mazs lon remarque que (x?,x3) = 0, donc il suffit de normaliser les

deuz: polynomes Or < f (ot = 2/5 et (2, 2°) = f_ll 2%dx = 2/7. Donc on pose
\/_x et po(x \/_ZE ; alors (p1,p2) est une base orthonormale de U.

Le polynome que l’on cherche est la projection orthogonale de 2 + 3x dans U :

p(x) = (5/2)(2+ 3x,2%)2*(7/2)(2 + 3z, 2%)2°
= (5/2)(4/3)2* +(7/2)(6/5)2"
= (10/3)2* + (21/5)a"

car (2 + 3z, 2%) = f_11(2x2 +323)dx = 4/3 et (2 + 3z,2°) = f_11(2x3 + 3xt)dx = 6/5.



