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1. Soit E = F(R, R), l’espace vectoriel des fonctions de R dans R. Montrer
que les ensembles F1 et F2 des applications, respectivement paires et
impaires sont deux sousespaces vectoriels de E tels que E = F1 ⊕ F2.
(Rappel : une fonction f est paire si ∀x, f(−x) = f(x) et impaire si
∀x, f(−x) = −f(x).)[10]



Algèbre linéaire I, II Page 3 sur 9

2. Soient V et W des F-espaces vectoriels. Soit (~v1, ~v2, ~v3) une base de V .
Soit ev : L(V,W ) → W ×W l’application définie par

ev(T ) :=
(
T (~v1), T (~v2)

)
,

pour toute application linéaire T : V → W . Montrer que ev est linéaire.
Supposant que dim W = 2, calculer dim(ker ev) et dim(Im ev).[30]
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2. (suite)



Algèbre linéaire I, II Page 5 sur 9

3. Justifier votre réponse.

(a) Soit V un F-espace vectoriel. Poser

W =
{
f ∈ F(V, V ) | f 6∈ L(V )

}
.

Est-ce que W est un sousespace vectoriel de F(V, V ) ?[10]

(b) Est-il possible que tout polynôme p(x) ∈ P5(C) puisse s’écrire de
manière unique comme

p(x) = p+(x) + p0(x) + p−(x),

où p+(1) = 0, p0(0) = 0, et p−(−1) = 0 ?[10]
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(c) Soit X = {x1, ..., xn}. Soit (f1, ..., fn) une liste d’éléments de
F(X, F) telle que pour tout f ∈ F(X, F), il existe α1, ..., αn ∈ F
tels que f =

∑n
i=1 αifi. Est-il possible que

∑n
i=1 fi(xj) = 0 pour

tout 1 ≤ j ≤ n ?[10]
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4. (a) Sans utiliser la notion de la dimension d’un espace vectoriel, don-
ner la définition d’un espace vectoriel de dimension finie. Qu’est-
ce qu’une base d’un espace vectoriel de dimension finie ?[4]

(b) Enoncer le Théorème de la Borne et le Théorème du Ballon.[6]
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(c) Démontrer que tout espace vectoriel de dimension finie admet
une base.[10]
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(d) Démontrer que toute base d’un espace vectoriel de dimension finie
est de même longueur.[10]


