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Bon travail et bonne chance!
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1. Soit V' un F-espace vectoriel de dimension finie, et soient S,T € L(V).
Montrer que Spec(T o S) = Spec(S o T).
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2. On définit une application N : F3 — R par
N(a,8,7) = o> +la+ B =17+ |6+ + 1 +
Trouver (a, 3,7) € F3 tel que
N(a,B,7) < N(, 8',7")

pour tout (o/,#,7') € F* ~ {(a, 8,7)}-

Remarque : Pour faciliter la résolution de cet exercice, vous pouvez
demander a l'assistant une indication détaillée, sur feuille séparée.
Deés lors, votre note maximale sur cet exercice sera 20.
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2. (suite)
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3. Justifier votre réponse.

(a) Soit B = (p1(x), p2(z), p3(x), pa(x), ps(x)) une base orthonormale
de P4(F), par rapport au produit scalaire

1
< pla), q(z) >= / p(2)(z)de.
Poser

p(x) = p1(x) = p2(2) + p3(z) — pa(x) + ps(x)

et
q(z) = p1(x) 4 2p2(z) + 3ps(x) + 4dps(z) + Sps(x).
Est-il possible que fol p(x)g(z)dz =07
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(b) Soit V' un F-espace vectoriel de dimension 4, et soit B une base
de V. Soit T € L(V). Si

~2 3 1 12
0 07 -3
Tsz=10o o 4 —5|
0 00 -1

existe-t-il ¥ € V' tel que T'(¥) = 07
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(c) Soit V' un F-espace vectoriel. Soient S1, S2, 53,7 € L(V) ~ {0y }.
Supposer que Im Sy C ker(T — Idy), Im So C ker(T') et ImS3 C
ker(T + Idy). Existe-t-il a1, a9, a3 € F tels que ajasas # 0 et

04151(17) + 05252(17) + 04353(17) = 6

pour tout 7€ V7
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4. Soit V un F-espace vectoriel.

(a) Qu'est-ce qu’un produit scalaire sur V' 7

(b) Enoncer et démontrer le Théoréeme de Pythagore pour V', muni
d’un produit scalaire <, >. Expliquer tous les termes utilisés.
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(¢) Supposer V muni d’'un produit scalaire <,>. Qu’est-ce que le
complément orthogonal S d’un sousensemble S de V' ? Montrer
[4] que St est un sousespace de V.

(d) Supposer V muni d’un produit scalaire <,>. Soit W un souses-
[12] pace de V, de dimension finie. Montrer que V =W @& W+,



