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Sections de mathématiques et de physique
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du 23 juillet 2007

14h15 à 18h00
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1. Soit V un F-espace vectoriel. Un opérateur linéaire P : V → V est un
projecteur s’il existe des sous-espaces vectoriels U et W de V tels que
V = U ⊕W et

P (~u + ~w) = ~u, ∀~u ∈ U, ~w ∈ W.

(a) Montrer que P ◦ P = P , si P ∈ L(V ) est un projecteur.[2]

(b) Montrer que si P ∈ L(V ) est un projecteur, alors IdV − P est
aussi un projecteur.[2]
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1. (c) Soit P ∈ L(V ) un projecteur. Poser

L = {T ∈ L(V ) | ∃R ∈ L(V ) tel que T = R ◦ P}

et

M = {T ∈ L(V ) | ∃S ∈ L(V ) tel que T = S ◦ (IdV − P )}.

Montrer que L et M sont des sous-espaces vectoriels de L(V ) et
que L(V ) = L⊕M .[6]
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2. Soit V = P2(R). On définit

ϕ : V × V → R

par ϕ
(
p(x), q(x)

)
:=

∑2
k=0 p(k)q(k).

(a) Montrer que ϕ est un produit scalaire sur V .[4]

(b) Poser W = span(1, x). Trouver le complément orthogonal de W
par rapport au produit scalaire ϕ. En déduire que

‖3x2 − 6x + 1‖2 + ‖6x− 1‖2 = 153.

[5]
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2. (c) Appliquer le procédé d’orthonormalisation de Gram-Schmidt à la
liste (1, x). En déduire projW (2 + x + 5x2).[6]
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3. (a) Poser
sln(C) := {A ∈ Mat(n, n; C) | TrA = 0}.

Montrer que sln(C) est un sous-espace vectoriel de Mat(n, n; C)
et calculer sa dimension.[5]
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3. (b) Soit A ∈ Mat(n, n; C). On définit une application

ad(A) : Mat(n, n; C) → Mat(n, n; C)

par ad(A)(B) := AB−BA pour toute matrice B ∈ Mat(n, n; C).
Montrer que ad(A) est linéaire et que sln(C) est un sous-espace
invariant par rapport à ad(A).[5]
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3. (c) Trouver une base B de sl2(C), et calculer la matrice[
ad(A)|sl2(C)

]
B,B

pour A =
[
0 1
1 0

]
.

(Remarque : Les espaces sl2(C) et sl3(C) jouent un rôle très im-
portant en physique des particules.)[8]
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4. Justifier votre réponse.

(a) Soit X = {x1, x2, x3, x4} un ensemble. Soient

S : Mat(3, 2; R) → F(X; R) et T : F(X; R) → Mat(3, 2; R)

des applications linéaires. Est-il possible que Spec(T◦S) = {−5,−2, 3} ?
[5]

(b) Poser q(x) = x7 + 1. Poser W = {p(x) ∈ P7(R) | p(0) = 0}. Soit
r(x) ∈ W . Si ∫ 1

0

(
q(x)− r(x)

)
p(x)dx = 0

pour tout p(x) ∈ W , existe-t-il s(x) ∈ W r {r(x)} tel que∫ 1

0

(
q(x)− s(x)

)2
dx <

∫ 1

0

(
q(x)− r(x)

)2
dx?

[5]
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4. (c) Considérer C5, muni du produit scalaire euclidien pondéré, à
poids (2, 1, 3, 1, 4). Soit S ∈ L(C5). Si detS = 2 − i, existe-t-
il ~v = (v1, ..., v5) ∈ C5 tel que

2|v1|2+|v2|2+3|v3|2+|v4|2+4|v5|2 6= 2|w1|2+|w2|2+3|w3|2+|w4|2+4|w5|2,

où S(~v) = (w1, ..., w5) ?[5]

(d) Soit T ∈ L
(
P3(C)

)
. Est-il possible qu’il existe des bases B et B′

de P3(C) telles que

[T ]B,B =


1 2 3 4
2 3 4 1
3 4 1 2
4 1 2 3

 et [T ]B′,B′ =


2 3 4 1
3 4 1 2
4 1 2 3
1 2 3 4

?

[5]
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4. (e) Soit V un C-espace vectoriel. Soient S, T ∈ L(V ). Si Spec S =
{−1,−1

4 , 3
4} et Spec T = {1

2 , 1}, existe-t-il λ ∈ Spec(T ◦S) tel que
0 < |λ| < 1 ?[5]
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5. (a) Soient V et W des F-espaces vectoriels, chacun muni d’un produit
scalaire. Soit T ∈ L(V,W ). Qu’est-ce que l’adjoint T ∗ de T (i.e.,
quelle est la propriété qui définit l’adjoint) ? Donner une formule
pour T ∗ en fonction d’une base orthonormale de V .[4]

(b) Démontrer que :[6]

i. (αS + βT )∗ = αS∗ + βT ∗ quelque soient S, T ∈ L(V,W ) et
α, β ∈ F ;

ii. (T ∗)∗ = T quelque soit T ∈ L(V,W ).
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[4] 5. (c) Qu’est-ce qu’un opérateur auto-adjoint ? Qu’est-ce qu’un opérateur
normal ?

[5]

(d) Montrer que tout opérateur auto-adjoint est normal. Donner un
exemple d’un opérateur normal qui n’est pas auto-adjoint.
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[5] 5. (e) Montrer que toute valeur propre d’un opérateur auto-adjoint est
réelle.

(f) Enoncer le Théorème spectral complexe.[3]
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5. (g) Soit V un C-espace vectoriel muni d’un produit scalaire. Montrer
que si T ∈ L(V ) est auto-adjoint, alors il existe une base B de V
telle que [T ]B,B soit une matrice diagonale à coefficients réels.[5]


