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1. Soit a € F, et soient v = (1,—1,0,2), vo = (1,0,1,2), v5 = (1,3,5,7)
et 7, = (0,2, 3, ) des vecteurs de F*

(a) Pour quelles valeurs de « est-ce que la liste (U7, Uy, U3, U4) est une
base de F*?
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(b) Si a est tel que (7, U, U3, U4) n'est pas une base de F4, quelle est
la dimension de span(¥, o, U3, Uy) 7
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(c) Soit ¥ = (—2,k,1,3) € F. Pour quelles valeurs de k est-il vrai
que ¥ € span(¥y, U2, U3, Ug) ?
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2. Soient V et W des F-espaces vectoriels, dont les espaces vectoriels
duaux sont V# = L(V,F) et W# = L(W,F). Si B = (¥, ..,7,) est une
base de V, la base duale de V¥ est Bt = (01, ..-,0p), OU

6i(V;) = {1 =

0 :sinon.

Etant donné une application f : V — W et ¢ € W¥, on définit une
application f#(i2) : V — F par f¥(i2)() = o (f(5)).

(a) Montrer que f%(;) est linéaire pour tout ¢ € W¥si f est linéaire.

Bonus (5 points) : Supposer que dim W < co. Montrer que f
est linéaire si f#(p) est linéaire pour tout ¢ € W,



Algebre linéaire I, 11 Page 6 sur 13

(b) L’exercice (a) implique qu’il existe une application
D:L(V,W) = FWVH T — T%

Montrer que Im D C L(W#, V).

(c) Soient Ty € L(Vy, V1) et Ty € L(V3, Vo). Montrer que

(TyoTy) = T¢ o T}



Algebre linéaire I, 11 Page 7 sur 13

(d) Soient By et B; des bases de F-espaces vectoriels Vj et Vi, respec-
tivement. Soit 7' € L(Vp, V1). Montrer que [Tﬁ]Bﬁ,Bﬁ = [T]%l,ﬁo'

(e) Soient By, By et By des bases de F-espaces vectoriels Vy, V7 et
Va, respectivement. Soient 17 € L(Vp, V1) et Ty € L(V1, V). Etant

donné que
1 0 -1 0
[T1]1317930 =0 2 0 =2
-1 0 1 0
et que

01 0
[TQ]B%'Bl_ |:2 0 _2:|7

calculer [(Th o Tl)ﬁ] ¢. Justifier votre calcul.
2

Bot, B
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3. Indiquer la bonne réponse par une croix, et ensuite justifier votre
réponse.

(a) Soit T' un opérateur linéaire sur P3(C). S’il existe un polynoéme
p(z) non-nul tel que T'(p(x)) = (1 +14) - p(z), est-il possible qu’il
existe une base orthonormale B de P3(C) telle que

0 144 i 3
1—2 0 -2 -5
= ?
Tes=|" ;o 0 —14i|
3 -5 —1-z 0
2] Oui O Non OJ
8] Justification :
(b) Soit f une application de domaine Mat(2,3;R) et de codomaine
CP5 (R) Soit
1 0 2
A= [0 -1 O} '
Si f est surjective et f(A) = 0, est-il possible que f soit linéaire ?
2] Oui O Non 0O

Justification :

=)



Algebre linéaire I, 11 Page 9 sur 13

(c) Soient A, B € Mat(5,7;C), A # Qsx7. Est-il vrai que

|Tr(A'B)|?

< Tr(B'B)?
Tr(aia) = 1M(B'B)

Oui O Non 0O
Justification :
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4. Soit V un F-espace vectoriel muni d’un produit scalaire.

(a) Qu’est-ce qu'une liste orthogonale de vecteurs de V' 7 Quand est-
ce qu’une liste orthogonale est orthonormale ?

(b) Démontrer que si B est une base orthonormale de V', alors

171 = [1[9)8|encia.

pour tout v € V.
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(c) Démontrer que toute liste orthogonale est linéairement indépendante.

(d) Soit W un sous-espace de V. Définir la projection orthogonale
projy : V=V,

et montrer qu’il s’agit d’une application linéaire.
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(e) Qu’est-ce que le complément orthogonal S+ d’un sous-ensemble
SdeV?

(f) Démontrer que si W est un sous-espace de dimension finie de V/,
alors V=Wa W
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Bonus (5 points) : Démontrer que si F = C, dimV < oo et
T € L(V), alors il existe une base orthonormale B de V telle que
[T]p,p soit triangulaire supérieure.



