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Corrigé de la série 13

Exercice 1. Soient A, B, C les sommets du triangle en face de a, b, ¢, respectivement, et soient
U et w les vecteurs d’origine C' et menants a A et B, respectivement. Alors v — w0 est le vecteur
menant de B a A. Avec ces notations, la loi des cosinus énonce alors que

(#) 17— w]|* = 11" + [|w]|* — 2]|#1]||5]| cos (7).
Par définition, le coté gauche vaut [|[v — || = (¥ — @) - (U — ). En utilisant les identités
facilement vérifiables (dont la deuxiéme est en fait une conséquence des autres deux)
T-(+2)=2-§+1-7 (T+y)-Z2=2-Z+7-Z, T-y=y-7
pour T, 1y, Z € V ou par calcul direct, nous trouvons
(0 =) - (0= ) = ||0]* = 20 o + || o]
Substituer cette expression pour le c¢oté gauche dans (%) donne I’énoncé cherché.

Pour I'angle entre (2,2) et (0,3), on trouve /4, pour celui entre (1,0, —1) et (2,19,2) on
obtient /2.

Exercice 2. Soit ¢ et W les vecteurs menants de py & a et & un point p € V, respectivement.
A Taide de l'exercice précédant, on trouve (L note “est orthogonal a”) :

— —

(p—a)L(p—d) <= (W-0)L(W+7V) << (W-0)-(F+7)=0
= |lwl*=]* <= luwl=r < weS(p).
Exercice 3.

(a) En utilisant les identités mentionnées dans le corrigé du premier exercice, on calcule :
|+ @|]* = (T + &) - (T4 @) = ||0)] + 20 - & + ||&]|>.
Alternativement, on vérifie I’égalité directement par calcul. Géométriquement, il s’agit

de la loi des cosinus (utiliser cos(m — v) = —cos(y)), et donc d’une généralisation du
théoréme de Pythagore, pour un triangle non nécessairement rectangle.

(b) On calcule :
17+ @]* + 1|7 — @] = [|0]|* + 20 & + [[&])* + [|4]]* — 200 + [[&]]* = 2([|7))* + [[F]]*).

Géométriquement, c’est la régle du parallélogramme, qui dit que la somme des carrés
des longueurs des quatre cotés d'un parallélogramme est égale a la somme des carrés des
longueurs de ses diagonales.

Exercice 4. Pour que le but du vecteur ¢ soit la projection orthogonale pg;(v) de ¥ sur la
droite par ), il est suffisant et nécessaire que v — tw soit orthogonale & w. On en tire que
t = (U ) /||w]|* et donc que
1 — U' /U_j —
Pra(V) = —— .
. ]2

Pour Iexemple, on trouve pf{g(m)(?), 1) =(1,2).



