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Exercice 1. C’est Uexercice 4 de la série 10.

Exercice 2.
(a) Soit ¢ € W*. Soient v,w € V et a € F. Alors :

(f ) +w) = o(f(v+w)) = (f(v) + f(w)) = o(f(v)) + (f(w))
= (FA() () + (f(9)) (w).
(S (e))av) = o(f(av)) = plaf(v)) =
= a(f*(9)(v).

Par conséquence, f¥(¢): W — T est linéaire. On pourrait aussi simplement remarquer
que f¥(p) est par définition la composition des fonctions linéaires f et o, et donc linéaire.

ap(f(v))

Bonus : Soit € = (wy,...,w,,) une base de W. Soient v,w € V et a € F arbitraires.
Montrons d’abord que f(v 4+ w) = f(v) + f(w). Comme f(v + w) est un vecteur de W
et C est une base de W, ils existent v, € F, 1 < i < m, tels que f(v+ w) = >\", yw;.
Similairement, il y a des scalaires o, §; € F, 1 < i < m, tels que f(v) = D", cuw; et
fw) = 3" Biw;. Soit € = (ey,...,€,) la base duale de €. Par hypothése, f#(e;) est
linéaire pour tout 7 =1,...,m, et alors

() (e +w) = (Ffe)(v) + (i) (w).

Evaluons les deux cotés de (x) : Le cote gauche donne

(Pl + ) = a(f(v+w) Z%wz = > w) =

ou nous avons utilisé que ¢; est linéaire. Pour le coté droite, nous obtenons

(Fe) @) + (fe)(w) = - = a; + ;.

Mais cela entraine que

v+w Z’%wz—zaz‘f‘ﬁz (L Z&wﬁ‘l'ZﬁzU%_ +f( )
=1

De facon similaire, on montre que a(f(v)) = af(v). Comme «a, v et w étaient arbitraires,
nous avons prouvé que f est linéaire.



(b) Nous devons montrer que f*: W# — V¥ est linéaire pour tout f: V — W linéaire. Pour
@, € W il faut vérifier que

(®)  fle+v) = o)+ [F¥),
i.e. que
Feo+9) () = (Fi(e) + [F())(v)

pour tout v € V. Soit donc v € V arbitraire. Alors :

(fle +¥))(0) = (0 +¥)(f(v) = o(f(v) +L(f(0)) = (F () (V) + (FF(¥))(v)
= (f*(p) + FF()(v),
et donc (#) est vrai. De fagon analogue, on s’assure que (f*)(ayp) = a(f*(p)) pour tout
acFetpecWh

(¢) Les deux fonctions (Tp0T})* et Tfng vont de VQﬁ dans Voﬁ, la question est donc raisonnable.
Pour 1) € V§ et v € Vp, on calcule :

(T} o T5)(¥)) (v) = (THTZ()))(v) = (T5())(T1(v)) = W(To(Ti (v)))
= ((Tz 0 T1))(v) = (T2 0 T1)*(¥)) (v).
Cest vrai pour tout v € Vj, et donc (TF o TH)(¢)) = (Ty o T1)H(1). Ceci est vrai pour tout
¢ e Vi, et alors (TF o T}) = (Ty 0 T)) .
(d) Soient By = (vy,...,v,), By = (wy,.. wm) et soient BY = (81,...,6,), Bt = (e1,.. ., €m)
= (Br)r1<n

1)1<k<ni<l<m. Les

Il

B, satisfont alors
(@) Tﬁ(el) = Zﬁkﬁk.
k=1

Evaluons les deux cotés de (O) sur les éléments v; de la base By. Pour le coté gauche, on
trouve

(TH(e)(v;) = a(T(v)) = (D aijw;) =y,
i=1
et pour le coté droite :

(O Brade) (v;) = By
k=1

Par conséquence, on a a;; = (3;; V7,1, ce qui équivaut & dire que [T%] 4 0 = [T]5,,5,-
01

(e) Par les exercices précédents, on a :

() (d)
[(Ty 0 Tl) ]93“ B = [Tﬁ © Tﬂ]gﬁ Bl = [Tlﬁ]ggﬁﬁl : [Tﬁ]gﬁ o [TI]Bl By [TQ]tBQ,Bl-
Alors :
1 0 -1 0 4
0 2
0 2 0 2 0
(LoTiflym=1_1 ¢ (1) _02 1o -4
0 -2 0 -2 0



Exercice 3.

(a)

Non. Si une telle base B existait, [T]g 5 serait égale & sa matrice transposée conjuguée.
Cela voudrait dire que 1" était auto-adjoint. Mais un opérateur linéaire auto-adjoint n’ad-
met que des valeurs propres réelles. Cependant, par hypothése, T" admet la valeur propre
non-réelle 1 + i. Une base B avec les propriétés citées n’existe donc pas.

Non. Supposons au contraire que f est linéaire. Comme A # 0 et f(A) =0 = f(0), f n’est
pas injective. Comme f est une application linéaire entre deux espaces vectoriels de méme
dimension, & voir 6, f n’est pas surjective non plus. (Ceci est une conséquence directe
du théoréme du rang, qui dit pour notre example que dim(Mat(2,3;R)) = dim(ker(f)) +
dim(im f), alors que 6 > dim(im(f)) et donc que im(f) & P5(R).) Contradiction!

Non. En fait, la question, comme elle est posée, n’a pas de sens. La raison c’est qu’il se
peut que tr(A*A) (ou tr(B'B)) soit non-réel. C’est le cas pour

1+2 0 0 0 0 00
0 1+¢ 0 0 0 00
A= 0 0 1+: O 0 0 0],
0 0 0 I+ 0 00
0 0 0 0O 1+ 0 0

par exemple. Dans ce cas la, 'inégalité n’a pas de sens, comme les nombre complexes ne
sont pas ordonnés.

[’intention était de formuler la question pour des matrices réels A, B € Mat(5,7;R).
Dans cette situation-la, la forme

(—,—): Mat(5,7;R) x Mat(5,7;R) — R

définie par (A, B) = A'B est un produit scalaire, comme nous avons vu au cours. Elle
satisfait donc I'inégalité de Cauchy-Schwarz :

(A, B)|* < (A, A) - (B,B) VA, B € Mat(5,7;R).
Si A # 0 et donc (A, A) # 0, ceci implique que

(4, B)I*

<A7 A) S <B7B>7

ce qui est I'inégalité en question.

Remarque : Pour Mat(5,7; C), la forme (A, B) = tr(AB*) est un produit scalaire.

Exercice 4. Voir le cours.



