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Corrigé de la série 9

Correction exercice 1 On trouve que ((1, 1, 0, 0, 0), (0, 0, 1, 1/2, 1/3)) est une base de U . Donc
dim U = 2. S’il existe T ∈ L(F5, F2) telle que ker T = U , alors 5 = dim F5 = dim ker T +
dim im T = 2 + dim im T . Ce qui force dim im T = 3. Mais im T est un sous-espace de F2, donc
dim im T ≤ 2, ce qui est une contradiction.

Correction exercice 2
Si T existe, on a, par le théorème du rang :

dim(E) = dim(KerT ) + dim(ImT ).

Et donc dim(E) = dim(F ) + dim(G). Une condition nécessaire est donc donnée par cette
relation. Montrons que cette relation est suffisante (c’est-à-dire que si dim(E) = dim(F ) +
dim(G) alors il existe un tel T ). Soit (e1, . . . , ep) une base de F que l’on complète en une base
de E avec (ep+1, . . . , en). Soit (f1, . . . , fq) une base de G. On a q = n− p donc (ep+1, . . . , en) et
(f1, . . . , fq) ont le même nombre d’éléments. Soit T : E → E l’application linéaire définie par :

T (ei) = 0 pour i = 1, . . . , p

T (ep+k) = fk pour k = 1, . . . , q.

On vérifie facilement que Ker(T ) = F et Im(T ) = G.

Correction exercice 3 Par définition, on a que

T (x, y) = xT (1, 0) + yT (0, 1)

= x(1, 1) + y(1, 2)

= (x + y, x + 2y).

On trouve donc a = 1, b = 1, c = 1, et d = 2.

Correction exercice 4 (a) Soit t ∈ F(Bn,Bm). On pose alors F (t) = T , où T est l’unique
extension linéaire de la composition

Bn
t−→ Bm

i−→ Fm,

où i est l’inclusion.
(b) Soit

∑n
i=1 αiei ∈ Fn, avec Bn = {e1, . . . , en} et α1, . . . , αn ∈ F. Par définition de l’unique

extension linéaire d’une application de Bn dans Fl on a

F (g ◦ f)(
n∑

i=1

αiei) =
n∑

i=1

αi(g ◦ f)(ei).
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De la même manière, on a

F (f)(
n∑

i=1

αiei) =
n∑

i=1

αif(ei).

Posons Bm = {ε1, . . . , εm}. Nécessairement, ∀1 ≤ i ≤ n, il existe 1 ≤ ji ≤ m tel que f(ei) = εji
.

En utilisant la définition de F (g) on obtient alors

(F (g) ◦ F (f))(
n∑

i=1

αiei) = F (g)(
n∑

i=1

αif(ei))

= F (g)(
n∑

i=1

αiεji
)

=
n∑

i=1

αig(εji
)

=
n∑

i=1

αig(f(ei))

ce qui montre l’égalité F (g ◦ f) = F (g) ◦ F (f).
(c) Par définition, on a

F (Id)(
n∑

i=1

αiei) =
n∑

i=1

αiId(ei)

=
n∑

i=1

αiei.

Correction exercice 5 (a) Soit t ∈ F(Bm, V ). On pose alors αf,h(t) = h ◦ t ◦ f . Il est évident
que αf,h(t) ∈ F(Bn, W ). Vérifions que cette application est linéaire.
Soit t1, t2 ∈ F(Bm, V ). Alors

αf,h(t1 + t2) = h ◦ (t1 + t2) ◦ f

= h ◦
(
(t1 ◦ f) + (t2 ◦ f)

)
= (h ◦ t1 ◦ f) + (h ◦ t2 ◦ f)

= αf,h(t1) + αf,h(t2).

(Le lecteur consciencieux devrait justifier chacune des égalités ci-dessus. A titre d’exemple, on
justifie ici la deuxième égalité :
Pour montrer que deux applications de Bn dans W coïncident, il faut vérifier que l’évaluation
de chacune des deux applications sur un élément quelconque de Bn donne le même vecteur de
W . Soit donc e ∈ Bn. Alors
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(
h ◦

(
(t1 ◦ f) + (t2 ◦ f)

))
(e) = h

(
(t1 ◦ f)(e) + (t2 ◦ f)(e)

)
,

par définition de l′addition dans F(Bn, V )

= h
(
(t1 + t2) ◦ f

)
(e),

par définition de l′addition dans F(Bm, V ).

Donc h ◦
(
(t1 ◦ f) + (t2 ◦ f)

)
= h ◦ (t1 + t2) ◦ f .)

Soit t ∈ F(Bm, V ) et λ ∈ F. Alors

αf,h(λt) = h ◦ (λt) ◦ f

= h ◦ (λ(t ◦ f))

= λ(h ◦ t ◦ f)

= λαf,h(t).

(A nouveau, le lecteur consciencieux devrait justifier chacune des égalités ci-dessus.)
(b) Soit t ∈ L(Fm, V ). On pose alors βg,h(t) = h ◦ t ◦ g. Vérifions que cette application est
linéaire.
Soit t1, t2 ∈ L(Fm, V ). Alors

βg,h(t1 + t2) = h ◦ (t1 + t2) ◦ g

= h ◦ (t1 ◦ g + t2 ◦ g)

= h ◦ t1 ◦ g + h ◦ t2 ◦ g

= βg,h(t1) + βg,h(t2).

(Le lecteur consciencieux devrait justifier chacune des égalités ci-dessus.)
Soit t ∈ L(Fm, V ) et λ ∈ F. Alors

βg,h(λt) = h ◦ (λt) ◦ g

= h ◦ (λ(t ◦ g))

= λ(h ◦ t ◦ g)

= λβg,h(t).

(A nouveau, le lecteur consciencieux devrait justifier chacune des égalités ci-dessus.)

Correction exercice 6 Soit t ∈ F(Bm, V ). Pour montrer que

βF (f),hGm,V (t) = Gn,W αf,h(t),

il faut prendre
∑n

i=1 λiei ∈ Fn, avec Bn = {e1, . . . , en} et λ1, . . . , λn ∈ F. Et montrer que

βF (f),hGm,V (t)(
n∑

i=1

λiei) = Gn,W αf,h(t)(
n∑

i=1

λiei).
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Mais d’une part on a

βF (f),hGm,V (t)(
n∑

i=1

λiei) = (h ◦Gm,V (t) ◦ F (f))(
n∑

i=1

λiei)

= (h ◦Gm,V (t))(
n∑

i=1

λif(ei))

= (h ◦Gm,V (t))(
n∑

i=1

λiεji
)

= h(
n∑

i=1

λit(εji
))

=
n∑

i=1

λihtf(ei)).

où Bm = {ε1, . . . , εm} et où f(ei) = εji
, comme pour l’exercice 4.

Et d’autre part on a

Gn,W αf,h(t)(
n∑

i=1

λiei) = Gn,W (h ◦ t ◦ f)(
n∑

i=1

λiei)

=
n∑

i=1

λihtf(ei),

ce qui termine l’exercice.
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