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Correction exercice 1 On trouve que ((1,1,0,0,0),(0,0,1,1/2,1/3)) est une base de U. Donc
dimU = 2. S’il exviste T € L(F° F?) telle que kerT = U, alors 5 = dimF°> = dimker T +
dimim7 = 2 +dimim 7. Ce qui force dimimT = 3. Mais im T est un sous-espace de F?, donc
dimim T < 2, ce qui est une contradiction.

Correction exercice 2
Si1T existe, on a, par le théoréme du rang :

dim(FE) = dim(KerT) + dim(ImT).

Et donc dim(F) = dim(F) + dim(G). Une condition nécessaire est donc donnée par cette
relation. Montrons que cette relation est suffisante (c’est-a-dire que si dim(FE) = dim(F) +
dim(G) alors il existe un tel T'). Soit (e, ..., e,) une base de F' que l'on compléte en une base
de E avec (epi1, ..., ep). Soit (fi,..., f,) une base de G. On a ¢ =n—p donc (epi1,...,€,) €t
(f1,-.., fy) ont le méme nombre d’éléments. Soit T : E — E Uapplication linéaire définie par :

T(e;))=0pouri=1,...,p
T(epsr) = fr pour k=1,....q.
On vérifie facilement que Ker(T) = F et Im(T) = G.
Correction exercice 3 Par définition, on a que

T(x,y) = «T(1,0)+yT(0,1)
z(1,1) +y(1,2)
= (v+y,r+2y).

On trouve donca=1,b=1,c=1, et d = 2.

Correction exercice 4 (a) Soit t € F(B,,B,,). On pose alors F(t) =T, ou T est l'unique
extension linéaire de la composition

. .
B, — B,, — F™,
ot 1 est inclusion.

(b) Soit 7, cue; € F", avec B, = {e1,...,e,} et aq,...,a, € F. Par définition de l'unique
extension linéaire d’une application de B,, dans F' on a

F(go f)(Z aier) = Y _ai(go f)les).

=1



De la méme maniéere, on a

F(f)(zaiei) = Zozif(e,-).

Posons B, = {e1,...,en}. Nécessairement, V1 < i <mn, il existe 1 < j; < m tel que f(e;) = ¢;,.
En utilisant la définition de F(g) on obtient alors

(Flg)o FUN_aie) = Flo)(} auf(e)
= PO o)

= Z aig(eji>
=1

= ) ag(fle))

i=1

ce qui montre I’égalité F(go f) = F(g) o F(f).
(c) Par définition, on a

F(Id)(Zoziei) = Zaild(ei)

n
= E Q,;€;.
=1

Correction exercice 5 (a) Soitt € F(B,,,V). On pose alors oy p(t) = hoto f. Il est évident
que oy (t) € F(B,, W). Vérifions que cette application est linéaire.
Soit ty,ty € F(By,, V). Alors

app(ti+t2) = ho(ty+ty)of

= ho((tiof)+ (taof))
(hotiof)+ (hotyo f)
= arn(t) + apn(ta).

(Le lecteur consciencieuz devrait justifier chacune des égalités ci-dessus. A titre d’exemple, on
justifie ici la deuxiéme égalité :
Pour montrer que deux applications de B, dans W coincident, il faut vérifier que ’évaluation

de chacune des deux applications sur un élément quelconque de B,, donne le méme vecteur de
W. Soit donc e € B,,. Alors



(ho(ton+ o)) = a(tofe)+ (o f)le),
par définition de l'addition dans F(B,,V)
= b+t f)(e).
par définition de 'addition dans F(B,,, V).

Donc h o ((tlof)—{—(tgof)) =ho(t;+ty) o f.)
Soitt € F(Bp,, V) et X € F. Alors

O./ﬁh()\t) = ho (/\t) o) f

— ho(A(to f)

= Ahoto)

= )\O[ﬁh(t).
(A nouveau, le lecteur consciencieuzr devrait justifier chacune des égalités ci-dessus.)
(b) Soit t € L(F™, V). On pose alors Byp(t) = hotog. Vérifions que cette application est
linéaire.
Soit ty,ty € L(F™, V). Alors

Bgn(ti+t2) = ho(ti+t2)og
= ho(tijog+tsog)
= hotijog+hotyogqg
= ﬁg,h(tl) + ﬁg,h(t2)'

(Le lecteur consciencieux devrait justifier chacune des égalités ci-dessus.)
Soitt € LIF™, V) et X € F. Alors

Bgn(At) = ho(M)og
~ ho(\tog))
= Mhotoyg)
= AByn(t).

(A nouveau, le lecteur consciencieuzr devrait justifier chacune des égalités ci-dessus.)

Correction exercice 6 Soit t € F(B,,,V). Pour montrer que

Br(n)hGmy (t) = Guwasn(t),
il faut prendre Y | Nie; € F", avec B, = {e1,...,e,} et Ai,..., A\, € F. Et montrer que

5F(f)7th,V(t)(Z Aie;) = Gn,WOéf,h(t)(Z Ai€;).
i=1 i=1

3



Mazs d’une part on a

B nGmy (1) Nie:) = (hoGmy(t Z Ai€;)
=1
= (hoGuy(t Z Nif(es))

= (hoGuy(t) ZA%

= h(Q_Nit(e)

i=1

= th fe))

ou B, = {e1,...,en} et ot f(e;) = €j,, comme pour lexercice 4.
Et d’autre part on a

Gowagn(t Z)\ez = Guw(hotof Z)\@Z)

n

= > Nihtf(es),
=1

ce qui termine [’exercice.



