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Exercice 1. 1. Admettons qu’il existe S et T' € L(V) tels que SoT —T oS =1dy. On a
alors
Tr(SoT —ToS)="Tr(Idy).

On sait que Idy est représentée par la matrice [Idy|s e = I,, dans une base quelconque B
de V. On obtient donc Tr Idy = n.

D’un autre coté, on sait par le cours que
Tr(SoT —ToS)=Tr(SoT)—Tr(ToS)=Tr(SoT)—-Tr(SoT) =0,

une contradiction car n # 0.
2. Considérons la matrice F;; dont le terme a la ¢-éme ligne et j-éme colonne est égal a 1 et
tous les autres termes de la matrice sont nuls. On a
aig
AE;=10 : 0

Gy

ou seule la j-éme colonne est non-nulle. D’ou Tr (AE;;) = aj;. De méme on montre que
Tr (BE;;) = bj;. En faisant varier ¢ et j on obtient

\V/(i,j)E{l,...,n}X{l,...,n} aji:bjz-

dou A= B.

3. Choissisons une base orthonormée B = (uq,...,u,) de V. Rappelons la formule u =
S {u, us)u; pour tout u € V. Les entrées diagonales de la matrice [T]g ¢ sont données
par

(Tug, u;) = (ug, v)yw, ug) = (ug, v){w, u;), 1<i<n.

Alors on calcule :

Tr(T) =Tr ([T)e5) = Z(ui,w(w,ui) = Z((w,ui>ui,v) = <Z<w,ui>ui,v> = (w,v).

i=1 i=1 i=1
4.V =R? T(z,y) = (—y,x). Alors T?(z,y) = (—x,—y) = —(z,y). Donc T? a une valeur
propre, A = —1, de multiplicité 2. Alors Tr (7?) = —2 < 0.
A1 0
5. Soit B une base de V' de vecteurs propres de T. Alors [T]pe = . Par

conséquent, Tr (T?) = A2 + -+ + A2 > 0.



Exercice 2. 1. On choisit la matrice diagonale en blocs, (1) 1 yalors T'(w, z,y, 2) =
3
0,z +vy,y,32).
0
2. On peut choisir une matrice diagonale 1 , alors T'(w, z,y,2) = (0, z,y, 32).
3
Exercice 3.
0 0 0 1
. ., . 0 1 0O 0 -1 0
1. Par exemple les opérateurs associés aux matrices (_1 O> et 01 0 0
-1 0 0 O
2. Supposons d’abord que dim(V') est pair. Soit dim(V') = 2n et soit B = (ey, ..., eq,) une
base de V. Poser T'(egp_1) = —egr et T(eqr) = egp—1 pour 1 < k < n détermine un

opérateur linéaire T' € L(V). Son carré T? € L(V) satisfait

T?(eqp—1) = T(—egi) = —T(ear) = —eap1

et

T?(ear) = T(eak—1) = —€an-
Il prend donc les mémes valeurs sur B que l'opérateur — Idy.. Il s’ensuit que 7?2 = — Idy.
Soit maintenant dim(V') impair et supposons qu’on ait 7' € L(V') avec T? = — Idy. Alors

det(7T?) = det(—Idy) = (=1)3V) det(Idy ) = —1.
D’un autre coté, det(7?) = (det(T))? > 0. Contradiction !

Exercice 4. 1. L’unique valeur propre de Idy est 1 avec la multiplicité n := dim V. Le
polynome caractéristique de Idy est donc

n - n iy n—i
On a donc det Idy = (—1)"cpq,, (0) = (—1)** = 1.
2. D’aprés le cours, on sait que detT' = Ay -...-\,, ol A\1,...,\, sont les valeurs propres de
T (pas forcément toutes différentes).

Si T est inversible, alors ker T' = {0} et 0 n’est pas une valeur propre de T. On a alors
Ai # 0 pour i =1,... n et donc detT # 0. Réciproquement, si detT" # 0, alors on a
Ay ..oy Ay différents de 0 et donc ker T = {0} et T est inversible d’aprés le Théoréme du
Rang.

3. Soit T' € L(V) inversible. On montre que
Spec(T') = {A\"' | A € Spec(T)}.

Comme T est inversible, on a kerT = {0} et 0 n’est pas une valeur propre de 7. Pour
la méme raison, 0 n’est pas une valeur propre de T~1. Soit A € Spec(T) et v # 0 un
vecteur propre de 1" pour la valeur propre A. Soit w = Av # 0. On a w = T'(v) et donc
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T ' (w) = v = A'w. Donc A7 est une valeur propre de 77'. On a donc {\7' | \ €
Spec(T)} C Spec(T~!). Comme T est inverse de 7!, on montre de la méme fagon que
{N1 | X e Spec(T™1)} C Spec(T), ce qui termine la preuve. On a donc

-1
detT™'= 1I )\‘1:( I1 )\) = (det )%

A€Spec T A€Spec T
4. On montre facilement, en différenciant les deux cas o = 0 et « # 0, que
Spec(aTl’) = {aX | A € Spec(T)}.
On a donc

det(aT') = R SH T(&)\) =a"- R sH T)\ =a"detT.
€dpec €dpec

5. On a d’aprés le cours, pour une base B quelconque de V' :

det(T1 O TQ) = det ([Tl O Tg]gvg) = det ([Tl]ﬂg . [Tl]ﬂg)
= det ([T1])z.3) - det ([T1]5.3) = det(T1) - det(T3).



