Corrigé du test 1 du 14 novembre 2008.
Algebre linéaire 1.

1. Soient V et W deux F-espaces vectoriels.

(a) Définir une structure de F-espace vectoriel sur V' x W, provenant
de celles de V' et de W. (Vous n’étes pas obligé de vérifier tous
les axiomes, mais de dire et justifier quel est le zéro et comment
former les inverses additifs.)

Les opérations sont :
— L’addition
add @ (VxW)x (VxW) — V x W,

(v, w), (0, w)) = (0 O w oy ),
ot 4, est la somme dans ’espace vectoriel V', et +,, la somme

dans W.
— La multiplication

mult : Fx(VxW) — V xW,

(av (U7w)) = (a'v U, &y, w),

ot -, est la multiplication dans l’espace vectoriel V', et -, la
multiplication dans W.
Le zéro de V- x W est (0,,,0,,), car

0,,04) + (v,w) = (0, +v,0,, +w) = (v,w)

pour tout (v,w) € V. x W.
L’inverse additif de (v, w) est (—v, —w) pour tout (v,w) € VxW.
En effet

(v, w) + (v, —w) = (v + (=v),w + (~w)) = (0y, 0y ).
(b) Montrer que si V et W sont de dimension finie, alors V' x W est

également et dim(V x W) =dimV + dim W.

Comme V et W sont des espaces vectoriels de dimension finie (dim'V =:
n et dimW =: m), on peut choisir une base (vi,...,v,) de V et une
base (wy, ..., wy) de W.



On montre que

B = ((v1,0,),. .., (vn,0,), (0, w1),...,(0,,wn))

est une base de V.x W :
— Liste génératrice :

Soit (v,w) € VxW. Puisque (v1,...,v,) et (wy,...,wy,) engendrent,
respectivement, V et W, il existe des scalaires A1,..., A\, tels que
v =371 N et des scalaires i, ..., jum tels que w = YT pjw;.

On a alors (v,w) = >34 Ni(vi, 0,,) + 3270 15(0y,wy). Done B
engendre V- x W.
— Indépendance linéaire :
Soient A1, ... Ans 1, ..., m des scalaires tels que Y i1 Ni(v4, 0y, ) +
> i1 130y, wy) = 0. On a alors (3231 Aivi, 3250 pjws) = ( )
dot Y i Avy = 0, et Z;nzl pjw; = 0, et donc \y =
An = p1 = ... = i = 0 puisque (vy,...,vy,) et (wi,...,wg) sont
linéairement indépendantes. On en déduit que B est une famille
linéairement indépendante de V x W.
Par conséquent, V- x W est de dimension finie. En particulier, on a
montré que

V’OW

dim(V x W) =n+m =dimV + dim W.

. Soient X = {z1,x2,23} et Y = {y1,92}. Soit V =F(X x Y, F)

(a) Trouver une base de V et calculer dim V. Justifier votre réponse.
Soit fi; : X xY — T Uapplication définie par

1, i=kj=1
fij(ka,yl)Z{ 0 J

sinon.

On montre que

B = (fi1, f12, fa1, f22, f31, f32)

est une base de V. Par conséquent dimV = 6.
— La liste est linéairement indépendante, car si Z?:l 25:1 aijfij =
0, alors

3 2 3 2
0= Zz%‘fij (xk,yl) = Zzaijfij(xkayl) = O

=1 j=1 i=1 j=1

pour k=1,2,3 etl=1,2.



— La liste est génératrice , car Vf € F(X x Y, ), on peut écrire

3
F=Y0" flaiy))fis-
i=1 j=1
En effet, on a
3 2 3 2
SO @iy fig | @row) =Y F@iy)dwdn = flaw, w)
i=1 j=1 i=1 j=1
pour k = 1,2,3 et Il = 1,2. Les deux fonctions [ et

2?21 Z?Zl f(xi,y5)fi; ont donc la méme valeur sur chaque
élément de X XY et sont par sonséquent égales.

(b) Soit U = {f € V| f(z1,y2) = f(z2,y2) = f(x3,y2)}. Montrer

que U est un sous-espace vectoriel de V. On doit montrer
~U#£0D:
La fonction nulle 0 : X x Y — F, (z4,y;) — 0 est un élément
de U, car 0 = 0(z1,y2) = 0(w2,y2) = 0(x3,92)-
- Pour f,geU,ona f+geU:
Sotent f etge U. On a

(f +9)(x1,92) = f(21,y2) + 9(x1,92) = f(22,92) + 9(72,y2)
= (f+9)(w2,92)
= f(x3,y2) + 9(x3,92) = (f + 9)(23,2)
Donc f+ g est un élément de U.

— Pour feUetacF,onaafeU :
Soit f € U et a € F. Les éqgalités

(Oéf)(l‘l,yg) = af(xlayQ) = Oéf(l'Q, yQ)
= (af ) (w2, y2)
= Oéf(!l)g,yg) = (af)($37y2)
montrent que af est un élément de U.

Trouver un sous-espace W de V tel que U & W = V. Justifier
votre réponse. On montre tout d’abord que

B’ := (f11, fo1, f31,9 == frz + fo2 + f32)

est une base de U. Notons d’abord que fi1, fo1, fa1, et g sont des
éléments de U, donc span(B') CU. Si f est un élément de U, on
a f(x1,y2) = f(z2,y2) = f(x3,y2) =: B. On écrit comme avant

3 2

F=Y Fay) fig,

i=1 j=1
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ce qui donne

[ = flxr,y1) i+ fl@e,y1) for + f(23,91) f31 + Bfi2 + Bfae + Bfz2
= f(x1,y1) fu1 + f(x2,y1) for + f(23,y1) f31 + B(fi2 + fa2 + f32)
= f(z1,y1)fu1 + f(@2, y1) for + f(xs,y1) fa1 + Bg € span(B’).

Donc B’ est une liste génératrice de U.
L’égalité o f11+az1 fa1 +as1 f31+B(fi2+ foz + f32) = 0 implique

0 = aq1fu1 + @21 for + a1 f31 + Bfiz + Bfaz + Bf32,

et donc immédiatement a1 = a9 = a3y = B = 0 car
(f11, fo1, f31, f12, foo, f32) est linéairement indépendante. La liste
B’ est donc linéairement indépendante.

On compléte B’ en une base de V :

(fi1, fa1, f31, 9, f12, fo2) -

Lindépendance linéaire est montrée de la méme facon que pré-
cédemment : si

a1 fi1 + ag1fo + asifs1 + Bg + aiafiz + agzfo2 =0,
alors
a11 fi1 + a1 for +az1 fa1 + (B + uz2) fi2 + (8 + ao2) fa2 + Bf32 = 0,
et donc
ajp = =a31 = +ap=0+ax=03F=0.

Cela tmplique a1 = oy = ag1 = ajg = g = G = 0.
On a pour f eV

[ =f(xr,y0) fin + f(@2,91) for + f(23,91) f31 + f(23,92)9
+ (f(z1,y2) — f(x3,y2)) fiz + (f(x2,y2) — f(23,92)) foo.

Donc V' C span(fi1, fo1, f31, 9, f12, f13) et on a égalité.
Par conséquent, si on pose W := span( fi2, f13), on obtient V =

U@ W. (La somme est directe car d’aprés ce qui précéde, on a
dimV =6=4+2=dimU + dim W.) Notons que

W=A{feV|flziy;) #0=>i=1etj=2oui=j=2}.

3. Indiquer la bonne réponse par une croix, et ensuite justifier votre
réponse.



(a)

Soient q1(x), qa2(x), ..., q7(x) € P, (F) ~ {0}. Si
span (ql(x), - q7(a;)) = span (ql(:ﬂ)) @ - P span (q7(:1:)), (%)

est-il possible que n =57
La réponse est NON. Justification : On a dimP,(F) = 6 si
n =5, donc aucune liste linéairement indépendante n’a plus de 6
éléments. Or, (x) est équivalent a (ql(x),...,q7(a:)) linéairement
imdpendante.
Soient V et W des F-espaces vectoriels. Soient S et T' des ap-
plications linéaires de V vers W, et soient o, 3 € F. Est-ce que
I’application

a-S+6-T:V-W
est linéaire ? (Ici, la somme de deux applications et la multiplica-
tion d’une application par un scalaire sont définies comme d’ha-
bitude.)

La réponse est QUL Justification : On calcule, pour v,v' € V,
déf. dut
(S + BT) (v + o) “TPE (08) (04 o) + (BT) (v + )
déf. de -
appl. aS(v+v') + BT (v + )
acfidit‘év%é
=1 a(S(v) + 8(v) + B(T(v) + T())
= (aS(v) + BT(v)) + (aS(V) + BT(V))
(aS + BT)(v) + (S + BT) (V).

Donc Uapplication oS + BT est additive.
Soient maintenant v € V et r € F. On calcule

(S + BT)(rv) = aS(rv) + BT (rv)
=arS(v)+ prT(v) car S,T homogénes
=r(aS(v) + BT (v))
=r(aS + BT)(v).

On a donc montré que aS + BT est homogéne.

Soit V' un F-espace vectoriel de dimension finie. Pour tout n € N,
soit U,, un sous-espace vectoriel de V. Supposer que

U+ 4+ U =Upn @ @Uy,,  (x%)

quelques soient 1 < nj; < ng < --- < ng et quelque soit k. Est-il
possible que U,, # U, chaque fois que m # n, i.e., que tous les
U,, soient distincts ?



La réponse est NON. Justification : Si m # n implique Uy, # Uy,
alors il existe au plus un n € N tel que U, = {0}. Par conséquent,
() implique que pour tout d € N, il existe un sous-espace U de V'
tel que dimU > d. En effet, comme on peut choisir U, ..., Uy,
tels que Uy, # {0} pouri=1,...,d, on a

dim(Uy, + ...+ Uy,) =dim(U,, & ... & Up,)

d
= Zdlm Uy, > d.

=1 >1

Ainsi, on o dimV > d pour tout d € N, ce qui implique que
dimV = oo.

4. Ci-dessous la notation F veut dire soit R, soit C.

(a)

(b)

Donner la définition complete d’'un F-espace vectoriel.
Voir le cours!

Montrer que V = F(R,R), muni de deux opérations
add: V xV =V :(f,g)—gof

et
mult :RxV —->V:(af)—a-f,

ou (a- f)(z) = a- (f(z)) pour tout = € R, n’est pas un R-espace
vectoriel.

Plusieurs axiomes ne sont pas satisfaits, par exemple :
— L’opération add n’est pas commutative (axiome V1). En effet,
onapour f:R—-R, z—a% etg:R—-R, xr—x+2:

(gof)(x) = 22 +2 tandis que (fog)(z) = (xz+2)* = 2° +4x+4,

donc add(g, f) # add(f, g).

— Les aziomes de distributivité (axiome V6) ne sont pas satis-
faits :

i. On a, si f est définie comme ci-dessus :
(B+2)f(x) =522 et (2f) o (3f)(z) = 2(32°)% = 1822,
donc Uégalité
mult(a + G, f) = add(mult(c, f), mult(s, f))

n’est pas vraie pour tout o, 3 € R et f € V.



ii. Si f et g sont définies comme plus haut, on a
3(fog)(x) = 3(2? + 4 + 4)
mais
((3f) o (39))(x) = 3(3(x +2))? = 27(2* + 4a + 4),
donc
mult (e, add(g, f)) = add(mult(c, g), mult(a, f))

n’est pas vraie pour tout « ER et f,ge V.

(¢) Soit V' un F-espace vectoriel. Montrer que si « € F et ¥ € V,

alors
o-U=0siet seulement si « =0 ou ¥ = 0.

Justifier chaque pas de votre argument en faisant appel aux axiomes
d’espace vectoriel.

axiome V6

< :0na0v=(04+0)v "= ""0v+0v. Donc, puisque par (V4)
il existe w € V tel que Ov 4+ w = 0, on peut écrire

0=0v+w=(0v+0v) +w Z 0v+ (0v+w) =0v+0 2 0v.

On a a0 = a(0+0) 00 + 0. Soit w € V tel que a0 +w =0
(existe par (V4)). Alors on peut écrire

0:a0+w:(aO—i—aO)—i—w‘QaO—i—(aO—i—w):0404—0‘2@0.
= :Siav =0 et a#0, alors il existe é el et

1 1 V2
O = —0 = — =
0= (an) 2

Q|+

ot on a utilisé le deuxiéme point de la preuve de < pour la
premiere égalité.

Montrer que si V' est un F-espace vectoriel tel que V' # {6}, alors
V' contient un nombre infini de vecteurs distincts.

Si V # {0}, alors il existe v € V tel que v # 0. Soient o et € F
tels que o # (. Alors, comme v # 0 et o — 3 # 0, on obtient
(v — B)v # 0 par Uexercice précédent.

Ainsi, o # 3 implique av # Pv. Par conséquent, comme F
posséde un nombre infini d’éléments distincts, V' posséde également
un nombre infini d’éléments distincts.



(e) Donner un exemple d’un F-espace vectoriel qui n’est pas de di-
mension finie. Justifier votre réponse.

L’espace vectoriel P(F) des polynémes n’est pas de dimension fi-
nie : Soit (p1,...,pn) une liste de polynomes, et soit
d = max;—1 . n(degrép;).
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Alors
n
degré (Z a¢p¢> <d Vaq,...,a, €F,
i=1
ce qui équivaut a

span(pi, . ..,pn) C Py(F).

Donc (p1,...,pn) ne peut pas étre une liste génératrice de P(IF).



