Corrigé du test 2 du 23 avril 2009.
Algebre linéaire I1.

1. Soit V un F-espace vectoriel, et soient Ly, Ly € L(V).

(a)

Supposer que L1 o Ly = Lo o L. Montrer que si U est un sous-
espace de V invariant sous L, alors Ly(U) est aussi invariant
sous L.

Soit w € Lo(U), alors il existe u € U tel que La(u) = w. On a
donc

Li(w) = Li(La(u)) = (L1 o Lo)(u) = (Ly o L1)(u) = La(L1(u)).

Comme U est invariant sous L1, on a Li(u) € U, et donc
Li(w) € La(U).

On a montré : pour tout w € La(U), on a L1(w) € La(U), ce qui

veut dire que Lo(U) est Ly-invariant.

Supposer que Ly o Ly = L9 o L. Montrer que si A € Spec(L1),

alors V) est invariant sous Lo.
Soitv e Vy. On a

Ly(L2(v)) = (L1o L2)(v) = (L2 0 L1)(v)
= Lo(L1(v)) = La(Av) = ALa(v),
ce qui montre que La(v) € V). Par conséquent, le sous-espace Vy
est invariant sous Log.

Montrer que si L o Ly est nilpotent, alors Ly o L est aussi nil-
potent. (Rappel : Un opérateur L € L(V') est nilpotent s’il existe
n € N tel que L™ = Oy, 'opérateur zéro.)

Puisque Ly o Ly est nilpotent, il existe k > 1 tel que (Lyo Lo)¥ =
Ovy,y. Alors

(LQ o Ll)k—H (;) LQ o) (Ll o Lg)k o) L1 = Lg e} @VJ/ o L1 = (D)V,V'

Donc Lo o Ly est nilpotent.
(%) Preuve que Loo(LyoLy)* oLy = (LyoL1)**! par récurrence :
Pour k=1, Lyo(LioLg)oLy = (LayoLi)o(LaoLy) = (LyoLy)?.
Supposons que ’hypothése est vraie pour k — 1. Alors
L2 o (Ll [©) Lg)k o L1 - L2 (¢] (Ll o) Lg)k_l o (Ll (¢] LQ) ©) L1
= (Lgo(Ljo Lg)kil oLj)o(LyoLy)
== (LQ o Ll)k o (LQ 9] Ll) == (LQ o Ll)k+1.



2.

(a) Soit B = (1,1+xz,1+z+22%) et B’ = (2+5z,3 —7x) des bases de

P2(R) et de Pi(R), respectivement. Soient S € L(P2(R), P1(R))
et T € L(P1(R), P2(R)). Supposant que

2 _6 1 et [T]ﬂg/z 2 -1 s

1 -3 2] -2
-2 1

Slarn = |

trouver une formule explicite pour le polynéme T o .S (p(x)) pour
tout p(x) € P2(R), calculer Spec(T o S) et trouver les espaces
propres de T o S.

On a, d’aprés le cours,

[ToSlgs=I[Tss [S]n B

On obtient donc

-1 2 -
[ToSlgps=|2 -1|- ; :2 f

-2 1]t

3 -9 0]

=10 0 3],

0 0 -3

ce qui veut dire que
(To$)1) =3,  (ToS)(1+2)=-9,

et

(ToS)1+x+2%)=31+z)—3(1+x+2%) =322
Soit p(x) = ax® + bz + ¢ un élément de P2(R). Alors p(x) peut
étre écrit

px)=a-1+z+2*)+(b—a) (1+x)+(c—b)-1
On peut donc calculer

(ToS)(p(x)=a-(ToS)1+z+2z?)+(b—a) (ToS)(1+x)
+(c—b)-(ToS)(1)
=a-(-32*)+(b—a) - (—9) +(c—b)-3
= — 3ax® — 12b+ 9a + 3c.
Comme la matrice de T'oS par rapport a la base B est triangulaire

supérieure, on sait d’apres le cours que les valeurs propres de ToS
sont sur la diagonale de [T o S|g ®. On trouve donc

Spec(T o S) = {3,0,—3}.



Vs =ker (T 0 S) —3Idp,m®)), Vo=ker(T'oS)

et
V_3 = ker ((T o S) + 3Id(}>2(R)) .

On obtient donc p(x) = ax?® +bx + ¢ € V3 si et seulement si

0= (T0o8S)(p(x)) —3p(x)
= —3ax® — 12b+ 9a + 3¢ — 3az® — 3bx — 3¢
= —6ax? — 3bx + (9a — 12b),

donc si et seulement si a = b= 0. Cela donne
V3 = span(1).
De méme, on a p(x) = ax® + bx + ¢ € Vy si et seulement si

0= (ToS5)(p(x))
— —3az® — 12b + 9a + 3¢,

donc si et seulement si a = 0 et ¢ = 4b. Cela donne p(x) =
bx + 4b = b(x + 4), pour un b € R quelconque, et donc

Vo = span(z + 4).
Finalement, p(z) = ax® + bx + ¢ € V_3 si et seulement si

0= (ToS)(p(x)) + 3p(z)
= —3ax® — 12b + 9a + 3¢ + 3az? + 3bx + 3¢
= 3bx + (9a — 12b + 6¢),

donc si et seulement si b =0 et 3a = —2¢. On obtient donc

V_3 = span(2z? — 3).



(b) Soient

-1 1 0 1
e I U e 1] AR I e | s
b= 1 , W1 = 1 , W 0 , W3 1 € R*.
1 0 -1 1

Soit W = span(wi, Wy, Ws). Trouver le vecteur @ de W qui mini-
mise Hb — 'LUHeuclid-

Le vecteur b est un élément de W, donc le vecteur qui minimise
Hg— W] euctia » W E W est b lui-méme !

Pour ceux qui ne l'ont pas vu :

Comme W3 = W —wa, on a W = span (W, Wa, Ws) = span(wh, w).
Les vecteurs wq et Wy étant linéairement indépendants, ils forment
donc une base de W. Le produit scalaire euclidien (,) sur R* est

donné par
4
i=1
)
1 Y1
F=1"1 e g=|"|ert
x3 Y3
T4 Y4

On obtient donc
(W, W) =1-040-(-1)+1-0+0-(—1)=0,

et par conséquent, il suffit de normer ces deux vecteurs pour obte-
nir une base orthonormée de W. On a ||wy]|?> = 12402 +12402 =
2 et |lwe]|? = 02+ (=1)2 + 0% + (—1)2 = 2, et on obtient la base
orthonormée

0
. -1
U

1
2_.5 0
—1

de W.

D’apres le cours, on sait que le vecteur cherché W est égal au



=,

projeté orthogonal projy, (b) de b sur W. On calcule donc

projyy (b) = (b, i1 )iy + (b, ifa) i

1 0
1 1 10 1 1 |-1
“v P | e e
0 -1
—1
|1
-1
1

Autre méthode possible : on utilise la méthode des moindres carrés.
Soit A la matrice [W,ws,ws3]. L’application R? — R* ayant la
matrice A dans la base canonique a donc pour image le sous-
espace vectoriel W de R*. Comme R* est muni du produit sca-
laire euclidien, on a d’aprés le cours : siv € R? est une solution
du probléeme (A'A)v = Atg, alors Av = projy, (5) et Av est par
conséquent le vecteur de W qui minimise la distance ||b—w||euclid,
weWw.

On calcule donc

o 1oy L0
AtA=10 -1 0 -1
1 1 1 1 101
L 0 -1 1
2 0 2
=0 2 =2
2 -2 4
et
1 0 1 0 _11 -2
Ab=10 -1 0 -1 =12
1 1 1 1 ) 0

On trouve que les solutions du systéme A'Av = Atb sont de la
forme (—=1,—1,0) +t(—1,1,1) avec t € R. On choisit la solution
v=(—1,-1,0). On a alors



(Noter qu’on a bien

-1 -1
A -1+ 1 =

pour tout t € R.)



3. Indiquer la bonne réponse par une croix, et ensuite justifier votre
réponse.

(a) Soit V' un F-espace vectoriel, et soit T € L(V). S’il existe une
base B = (¥, ..., U,) de V telle que

pour tout 1 < k < n, est-ce que T est diagonalisable ?

La réponse est QUL Justification : La matrice [T)g s de T dans
la base B est dans ce cas égale a

T35 = ([T(v1)]s, .-, [T(vn)]3)

1 1 1
1 1

_ |0 2 2
0 ... 0 1

Cette matrice est triangulaire supérieure. D’apreés le cours, les
valeurs propres de T peuvent donc étre lues sur la diagonale
de [T]p 5. On obtient Spec(T) = {1,%,...,1}. Lopérateur T
a donc n valeurs propres différentes. Pour chaque i = 1,...,n,
on choisit un vecteur non nul @; € Vi. On sait d’apreés le cours

que les vecteurs iy, ..., U, €tant des vecteurs propres pour des
valeurs propres différentes, ils sont lin€airement indépendants.
Par conséquent, comme la dimension de V est égale a n, la liste
(@1, ..., 1) est une base de V.. Comme on a de plus T(i;) = +1;,
la matrice de T dans la base C := (Uy,...,Uy) est donc [T]e =
diag(1,%,..., 1),

)9 '



(b) Soit T € L(P5(R)). Si degT (p(z)) < 3 pour tout p(z) € P5(R)

et
[ (w100 < [ (o) gt

pour tout g(z) € P3(R) \ {T'(p(z))} et tout p(z) € P5(R), est-il
possible que —1 € Spec(T') 7

1

La réponse est NON. Justification : admettons qu’il existe p(x) €
P5(R) \ {0} tel que T'(p(z)) = —p(z). On aurait alors deg p(x) =
deg T'(p(x)) < 3 et pour tout q(z) € P3(R) \ {T'(p(x))} :

[ (7060 < [ (o) gt
1 1
& /0 <2p(x)>2daz </0 <p(x) fq(x)>2da:
& 4/01 (p(x))zdx < /01 (p(:L’) - q(m))zdaz.

En particulier, comme p(z) # 0, on aurait T(p(x)) = —p(z) # 0
et donc 0 € P3(R)\{T(p(x))}. Mais l'inégalité ci-dessus appliquée
a q(x) =0 donne

4/01 (p(x)>2 < /01 (p(x))2da:.

Mais ceci n’est pas possible puisque l'intégrale folp(x)de est
supérieure a 0.

1

Autre justification : on remarque que si P5(R) est muni du produit
scalaire défini par (p,q) = fol p(x)q(z)dx pour tout p,q € P5(R),
la condition donnée dans l’énoncé est :

Ip(2) = T(p(2)I* < llp(=) — q(2)]*

pour tout q(z) € Po(R) \ {T(p(x))} et tout p(z) € Ps(R), od | - |
est la norme sur P5(R) associée a ce produit scalaire.

Pour tout p(x) € P5(R), T(p(z)) est donc I’élément de P3(R) (vu
comme un sous-espace vectoriel de P5(R)) qui minimise la norme
lp(x) — q(x)]|, ¢(z) € P3(R). D’apreés le cours, T(p(x)) est donc
le projeté orthogonal de p(z) sur P3(R), et T € L(P5(R) est la
projection orthogonale sur P3(R). Mais en applicant [’algorithme
de Gram-Schmidt a la base : = (1,z,2% 23, 2% 2°), on obtient
une base orthonormée C = (pg, p1, D2, 3, P4, Ps5) de P5(R) telle que
degp; =i pour i =0,...,5. La liste ' = (po, p1,p2,p3) est donc
une base orthonromée de P3(R). La matrice [T]e e de T dans cette
base est donc diag(1,1,1,1,0,0), et on trouve Spec(T) = {0,1}.



Une derniere facon de justifier la réponse : on montre de méme
que T est la projection orthognale sur Ps(R). S’il existe 0 #
p(z) € P5(R) tel que T(p(x)) = —p(z), alors degp(z) < 3.
La projection de p(x) sur P3(R) est alors p(x) méme, et donc
T(p(x)) = p(x). Ceci est une contradiction car p(z) # 0.

Soient p(z), ¢(x) € P2(R). Est-il vrai que

(5p(0)q(0) + 3p(0)¢' (0) + 17p" (0)¢" (0))”
< (5p(0) + 3p/(0) + 17p"(0)?) (5¢(0)* + 3¢'(0)* + 17¢" (0)?)?

La réponse est OUI. Justification : On définit la forme
¢ : P2(R) x P2(R) — R
par
¢(p(), q(x)) = 5p(0)q(0) + 3p'(0)¢'(0) + 17p"(0)"(0)

pour tout p(x), q(z) € Pa(R). On vérifie que ¢ est un produit sca-
laire sur Po(R). La forme ¢ est symétrique : pour tout p(x), q(z) €
P2(R) on a

= 0) +3p'(0)¢'(0) + 17p"(0)¢"(0)
= 5¢(0)p(0) + 3¢'(0)p'(0) + 17¢"(0)p"(0) = ¢(q(x), p(x))

ASS
=
=
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2
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par commutativité de la multiplication dans R.

La forme est linéaire dans le premier argument : Soient p(z), q(z),r(z) €
P2(R), et a, 5 €R. On a

P(ap(z) + Br(z), q(x)) = ¢((ap + Br)(x), q(x))
=5(ap + 4r)(0)q(0) + 3(ap + Br)'(0)¢'(0) + 17(ap + Br)"(0)¢" (0)
=5(ap(0) 4 Br(0))q(0) + 3(ap’(0) + 3r'(0))¢'(0)
+ 17(ap”(0) + Br"(0))q" (0)
=5ap(0)¢(0) + 587(0)¢(0) + 3ap’(0)¢'(0) + 38r'(0)¢'(0)
+ 17ap"(0)¢" (0) + 1787"(0)¢" (0)
=ag(p(x),q(z)) + Bo(r(z), q(x)).

Par symétrie, la forme ¢ est donc aussi linéaire dans le second
argument.
1l reste a montrer que ¢ est définie positive. On a

(p(x),p(x)) = 5(p(0))* +3(p(0)” +17(p"(0))* > 0



pour tout p(x) € Pa(R), et

Mais comme p(z) € Pa(R), le polynome peut étre écrit p(x) =
ax? +bx + ¢ avec a,b,c € R. On a dans ce cas p'(x) = 2ax +b et
p’(x) = 2a. Cela donne p(0) = ¢, p'(0) = b et p”(0) = 2a. Donc
si ¢(p(x),p(x)) =0, on a a =b=c=0 d’aprés les équivalences
ci-dessus, et donc p(x) = 0. La forme ¢ est donc définie positive.
L’inégalité de Cauchy-Schwarz est donc valable pour Po(R) muni
du produit scalaire ¢ : pour tout p,q € P2(R) on a

[6(p. @)l < lIpll - llall.

ot || - || est la norme sur Po(R) définie par le produit scalaire ¢,
c’est-a-dire ||p||?> = ¢(p,p). En mettant les deux cotés de cette
mégalité au carré, on obtient

o(p,q)* < ¢(p,p) - H(q, q),

ce qui donne

(5p(0)(0)+3p'(0)¢'(0) + 17p"(0)¢"(0))
<(5p(0)* + 3p'(0)* + 17p"(0)?)
- (5¢(0)* 4 34 (0)* + 174" (0)?),

linégalité qui était a démontrer.



4. Ci-dessous V et W sont des F-espaces vectoriels, ou la notation F veut
dire soit R, soit C.

(a)

Donner la définition du noyau et de l'image d’une application
linéaire T : V — W.
Le noyau de T est le sous-ensemble

ker(T) :={v eV |T(v)=0} CV.
L’image de T est le sous-ensemble

Im(T) :={weW |JveV tel que T(v) =w} C W.

Montrer que le noyau et I'image d’une application linéaire T :
V — W sont des sous-espaces de V' et de W, respectivement.

Pour montrer qu’un sous-ensemble U C W est un sous-espace
vectoriel, on doit montrer que

- U#0,

— pour tout ur,ugs €U on au; +uz €U, et

—pourtouta €F etu e U onaauelU.

On commence par montrer que ker(T') est un sous-espace vectoriel
de V. Comme T(0) = 0, on a 0 € ker(T) et donc ker(T) # 0.
Soient uy,uz € ker(T'). On a alors T'(u1) = T(uz) = 0 et donc
par additivité de T : T'(uy +uz) = T(u1) + T (u2) = 0. On a donc
uy +ug € ker(T'). Soient maintenant o € F et u € ker(T), c’est a
dire u € V' tel que T(u) = 0. On a alors, par homogénité de T :
T(ou) = aT(u) =0, donc au € ker(T).

On montre maintenant que Im(T) est un sous-espace vectoriel de
W. Comme T(0) =0, on a0 € Im(T) et donc Im(T') # (). Soient
wy,we € Im(T). 1l existe alors vy et vy € V tels que T'(v;) = wj,
i =1,2, et donc par additivité de T' : wi +we = T(v1) + T (ve) =
T(vi + v2) € Im(T). Soient maintenant o € F et w € Im(T),
c’est a dire qu’il existe v € V tel que T(v) = w. On a alors, par
homogénité de T : aw = o1 (v) = T'(av) € Im(T).



()

Enoncer le Théoreme du Rang.

Soient V' et W des F-espaces vectoriels avec dimV < oo. Soit
T e L(V,W). Alors, on a

dim (V) = dim(ker(7)) + dim(Im(7T)).

Qu’est-ce qu’un isomorphisme ?
Un isomorphisme est une application linéaire bijective d’un F'-
espace vectoriel V dans un F-espace vectoriel W.

Supposer que dimV = dim W < oo, et soit T € L(V,W). Mon-
trer I’équivalence des trois énoncés suivants.

i. T est un isomorphisme.
ii. T est une injection.
iii. T est une surjection.

“.. = 41.” : S1T est un isomorphisme, alors T est une bijection,
donc une injection.

“41. = 141.” : D’aprés le théoréeme du rang, on a
dim(Im(7")) 4+ dim(ker(7")) = dim(V).

Comme T est une injection, son noyau mne peut contenir que
lélément nul, donc on a ker(T) = {0} et par conséquent
dim(ker(T")) = 0. Cela implique dim(Im(7")) = dim V. On a vu
dans la question précédente que Im(T') est un sous-espace vec-
toriel de W. D’aprés l’énoncé, on a dimW = dimV. On ob-
tient donc que Im(T) est un sous-espace vectoriel de W avec
dim(Im(7")) = dim W. D’aprés le cours, une base de Im(T") est
donc automatiquement une base de W, donc W =Im(T) et T est
surjective.

[43

iti. = 1.7 @ Si T est une surjection, Im(T) = W et donc
dim(Im(7)) = dimW. Comme dimW = dimV, on obtient a
Uaide du théoréme du rang :

dim(ker(7")) = dim(V') — dim(Im(7")) = 0.

Donc on a ker(T) = 0, ce qui est équivalent a l'injectivité de T
(s’il existe vi,ve € V tels que T'(v1) = T(va), alors T'(v1 — va) =
T(v1) —T(v2) = 0 et donc vy —va € ker(T) = {0}). Donc T est
injective et surjective et donc un isomorphisme.



(f)

Montrer que si V et W sont de dimension finie, alors ils sont
isomorphes si et seulement si dim V' = dim W.

“=7" 851V et W sont isomorphes, alors il existe un isomorphisme
L:V — W. Comme L est injectif et surjectif, on a ker(L) = {0}
et Im(L) = W. Le théoréme du rang donne alors

dimV = dimker(L) + dimIm(L) = 0+ dim W = dim W.

“ <=7 Soit dimW = dimV =: n et soient By = (v1,...,0p)
et By = (wy,...,wy,) des bases de V' et W, respectivement. On
définit L : V. — W par L(v) = Y jaw; siv = Y. av;.
Comme By est une base de V', chaque élément de V' peut étre ex-
primé de maniére unique comme combinaison linéaire des éléments
de By, et Uapplication L est donc bien définie.

On montre que L est linéaire. Soient v,v' € V et a, 3 € F, alors
v= Y v et v =Y b avee ar, ..., an,b1,...,b, € F.
Cela implique o + Bv' = 37" (cwa; + Bb;)v;, et donc

n

L(ow + Bv') = Z(aai + Bbi)w;

=1

= Z a;w; + 3 Z biv; = aL(v) + BL(V).
i=1 i=1

(L est par construction l'unique application linéaire étendant l’ap-
plication | : By — By, 1(v;) = w;, voir les exercices.)

On montre maintenant que L est un isomorphisme. Soit v =
Yo qav; € V. Ona L(v) =0 si et seulement si ) | a;w; =0
et donc si et seulement siay = ... = a, = 0 car By est une base
de W. Donc L(v) =0 si et seulement si v =0, et L est injective.
Soit w = Y a;w; € W. Alors, par définition de L, w =
L (3" av;). Doncw € Im(L), et L est surjective.

Remarque : on peut aussi montrer (comme dans le cours) que si
dimV = n, alors V est isomorphe a F"™. On a alors : dimV =
dim W = n implique V ~F" et W ~F", donc V ~ W.

Est-ce que tout opérateur 7' € L(V') est forcément un isomor-
phisme ? Justifier votre réponse.

L’application L :' V — V, L : v — 0 est un endomorphisme de
V', mais jamais surjective si V- # {0}. La réponse est donc non
st V #{0}.

Si V.= {0}, alors le seul endomorphisme de V est lidentité
0 +— 0. Donc dans ce cas, tout endomorphisme de V' est un iso-
morphisme !



