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Sections de mathématiques et de physique
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1. Soient X un ensemble et V un F-espace vectoriel. Pour tout sous-
espace U de V , soit

Û = {f ∈ F(X,V ) | Im(f) ⊂ U}.

(a) Montrer que Û est un sous-espace de F(X,V ).[5]

(b) Soient U et W des sous-espaces de V . Montrer que

Û + Ŵ = Û +W.

[4]
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(c) Donner des conditions nécessaires et suffisantes sur U et W pour
que la somme Û + Ŵ soit directe. Justifier votre réponse.[5]
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2. Soit V un F-espace vectoriel de dimension finie et muni d’un produit
scalaire, et soit T ∈ L(V ).

(a) Si F = C et T est normal, montrer que T est auto-adjoint si et
seulement si toutes ses valeurs propres sont réelles. (Il ne suffit
pas seulement de citer une proposition du cours !)[8]
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(b) Montrer que si T ∗T = −T , alors T est auto-adjoint et

SpecT ⊂ {−1, 0}.

[5]
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3. Supposons que nous avons construit un bras de robot, muni d’une
pince à un bout. Supposons que l’ensemble des positions possibles de
la pince dans l’espace R3 est égal à kerA, où

A =

 5 −10 −15
−1 2 3
2 −4 −6

 .
Si nous voulons atteindre un point (x, y, z) ∈ R3, quel est le point de
R3 le plus près de (x, y, z) (en termes de la norme euclidienne) qui est
physiquement réalisable comme position de la pince ? Justifier votre
réponse.[18]
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3. (cont.)
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4. Indiquer la bonne réponse par une croix, et ensuite justifier votre
réponse.
(a) Soit V un R-espace vectoriel, et soit ϕ : V × V → R une applica-

tion. S’il existe ~v1, ~v2 ∈ V tels que ~v1 6= ~v2 et que

ϕ(~v1, ~v1) + ϕ(~v2, ~v2) = 2ϕ(~v1, ~v2),

est-ce que ϕ peut être un produit scalaire ?
Oui � Non �[1]
Justification :[4]

(b) Soit V un C-espace vectoriel de dimension finie. Soit T un opérateur
linéaire inversible sur V . S’il existe des bases B et B′ de V telles
que

[T ]B,B = [T−1]B′,B′ ,

est-il vrai que

SpecT ∩ {λ ∈ C | |λ| < 1} 6= ∅

si et seulement si

SpecT ∩ {λ ∈ C | |λ| > 1} 6= ∅?

Oui � Non �[1]
Justification :[4]
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4. (c) Soit A ∈ Mat(n, n; C). Soit (~e1, ..., ~en) la base standard de Cn. Si

< A~ei, A~ej >euclid=

{
1 : i = j

0 : i 6= j,

est-il possible que |detA| < 1 ?
Oui � Non �[1]

Justification :[4]

(d) Soit T ∈ L
(
P2(C)

)
. Est-il possible qu’il existe des bases B et B′

de P2(C) telles que

[T ]B,B =

1 0 0
0 2 1
0 0 2

 et [T ]B′,B′ =

1 0 0
0 2 0
0 0 2

?

Oui � Non �[1]

Justification :[4]
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4. (e) Soit A ∈ Mat(3, 3; C). Si

det(A− 5I3) = det(A− 3I3) = det(A+ 4I3) = 0,

est-ce que A est inversible ?
Oui � Non �[1]

Justification :[4]
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5. Soit V un C-espace vectoriel de dimension finie. Soit T ∈ L(V ).

(a) Comment définit-on le polynôme caractéristique cT (x) de T ? Ex-
pliquer toutes les notions du cours dont on a besoin dans cette
définition (autres que les notions d’espace vectoriel, de dimension
et d’opérateur linéaire).[5]

(b) Donner une formule pour cT (x) en termes du déterminant.[2]

(c) Enoncer le Théorème de Cayley-Hamilton.[2]
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5. (d) Qu’est-ce qu’un polynôme minimal de T ? Montrer que tout opérateur
complexe admet un unique polynôme minimal.[5]

(e) Montrer que si p(x) ∈ P(C), alors

p(T ) = OV ⇐⇒ qT (x)|p(x),

où qT (x) est le polynôme minimal de T .[8]
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5. (f) Donner un exemple d’un opérateur T tel que qT (x) 6= cT (x).
Calculer qT (x) et de cT (x) dans ce cas, et justifier vos calculs.[4]

(g) Démontrer que toute racine de qT (x) est une valeur propre de T .
[4]


