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1. Soit V un F-espace vectoriel, et soient L1, L2 ∈ L(V ).

(a) Supposer que L1 ◦ L2 = L2 ◦ L1. Montrer que si U est un sous-
espace de V invariant sous L1, alors L2(U) est aussi invariant
sous L1.[4]

(b) Supposer que L1 ◦ L2 = L2 ◦ L1. Montrer que si λ ∈ Spec(L1),
alors Vλ est invariant sous L2.[5]

(c) Montrer que si L1 ◦ L2 est nilpotent, alors L2 ◦ L1 est aussi nil-
potent. (Rappel : Un opérateur L ∈ L(V ) est nilpotent s’il existe
n ∈ N tel que Ln = OV,V , l’opérateur zéro.)[6]
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2. (a) Soit B = (1, 1+x, 1+x+x2) et B′ = (2+5x, 3−7x) des bases de
P2(R) et de P1(R), respectivement. Soient S ∈ L

(
P2(R),P1(R)

)
et T ∈ L

(
P1(R),P2(R)

)
. Supposant que

[S]B′,B =
[
1 −3 2
2 −6 1

]
et [T ]B,B′ =

−1 2
2 −1
−2 1

 ,
trouver une formule explicite pour le polynôme T ◦S

(
p(x)

)
pour

tout p(x) ∈ P2(R), calculer Spec(T ◦ S) et trouver les espaces
propres de T ◦ S.[15]
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(b) Soient

~b =


−1
1
−1
1

 , ~w1 =


1
0
1
0

 , ~w2 =


0
−1
0
−1

 , ~w3 =


1
1
1
1

 ∈ R4.

Soit W = span(~w1, ~w2, ~w3). Trouver le vecteur ~w de W qui mini-
mise ||~b− ~w||euclid.[10]
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3. Indiquer la bonne réponse par une croix, et ensuite justifier votre
réponse.

(a) Soit V un F-espace vectoriel, et soit T ∈ L(V ). S’il existe une
base B = (~v1, ..., ~vn) de V telle que

T (~vk) =
k∑
i=1

1
i
~vi

pour tout 1 ≤ k ≤ n, est-ce que T est diagonalisable ?

Oui � Non �[2]

Justification :[8]

(b) Soit T ∈ L
(
P5(R)

)
. Si deg T

(
p(x)

)
≤ 3 pour tout p(x) ∈ P5(R)

et ∫ 1

0

(
p(x)− T

(
p(x)

))2
dx <

∫ 1

0

(
p(x)− q(x)

)2
dx

pour tout q(x) ∈ P3(R) \ {T (p(x))} et tout p(x) ∈ P5(R), est-il
possible que −1 ∈ Spec(T ) ?

Oui � Non �[2]

Justification :[8]
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(c) Soient p(x), q(x) ∈ P2(R). Est-il vrai que(
5p(0)q(0) + 3p′(0)q′(0) + 17p′′(0)q′′(0)

)2
≤
(
5p(0)2 + 3p′(0)2 + 17p′′(0)2

)(
5q(0)2 + 3q′(0)2 + 17q′′(0)2

)
?

Oui � Non �[2]

Justification :[8]
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4. Ci-dessous V et W sont des F-espaces vectoriels, où la notation F veut
dire soit R, soit C.

(a) Donner la définition du noyau et de l’image d’une application
linéaire T : V →W .[4]

(b) Montrer que le noyau et l’image d’une application linéaire T :
V →W sont des sous-espaces de V et de W , respectivement.[6]
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(c) Enoncer le Théorème du Rang.[2]

(d) Qu’est-ce qu’un isomorphisme ?[2]

(e) Supposer que dimV = dimW < ∞, et soit T ∈ L(V,W ). Mon-
trer l’équivalence des trois énoncés suivants.

i. T est un isomorphisme.

ii. T est une injection.

iii. T est une surjection.[6]
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(f) Montrer que si V et W sont de dimension finie, alors ils sont
isomorphes si et seulement si dimV = dimW .[8]

(g) Est-ce que tout opérateur T ∈ L(V ) est forcément un isomor-
phisme ? Justifier votre réponse.[2]


