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Exercice 1.
1. T1(2(1,1)) = T(2,2) = 4 # 2 = 2T1(1,1). Donc T n’est pas linéaire, car elle n’est pas
homogeéne. Elle n’est pas additive non plus : 77((1,0) + (0,1)) = 71(1,1) = 1 tandis que
T1(1,0) +77(0,1) =0+ 0= 0.
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homogeéne et donc elle n’est pas linéaire. (Elle n’est pas additive non plus.)
3. Soient a € F, p € P(F). Alors

Tz(ap) = ((ap)(0), (ap)(1)) = (a(p(0)), a(p(1))) = a(p(0),p(1)) = aT5(p)

donc T3 est homogene. Soit ¢ € P(F). Alors
Tslp+q) = (p+9)(0),(p+q)(1))

= (p(0) +4¢(0),p(1) +q(1))
= (p(0),p(1)) + (g(0),¢(1))
= Ti(p) +T3(q)

et Ty est additive. Par conséquent, elle est linéaire.
On a : p(z) € ker(T3) < p(0) = p(1) = 0 < p(x) est divisible par z et z — 1 <
p(z) = z(z — 1)q(z) pour un certain ¢(z) € P(F). En somme :

)
ker(7T3) = {x(z — 1)q

() € P(F)| q(z) € P(F).
Pour tout n > 0, la liste (z(z — 1), z(z — 1)z, z(x — 1)2?,. .., z(x — 1)2") est libre, comme
on vérifie facilement. Par conséquent, ker(73) est un sous-espace vectoriel de dimension

infinie.
Pour a,b € F, le polynéme p(z) = (b — a)x + a satisfait p(0) = a et p(1) = b. Cela montre
que im(73) = F?, dont une base est donnée par (€7, €).

4. Soient a € R, (x1, 2, 73), (y1, Y2, y3) € R3. Alors

Ty(a(xy,x0,23)) = Tylazy,axs, axs)
= (axs — 2axy,3axs)
= a(zs — 2x1,31,)
= aTy(zy, 9, x3)

et

Ty((z1, 22, 23) + (Y1, 2, ¥3)) = Tu(w1 + y1, 2 + Y2, T3 + y3)

((zs +ys) = 2(21 + 11), 3(22 + 12))
((z3 = 221) + (y3 — 291), 372 + 3y2)
(23 — 221, 372) + (y3 — 2y2, 3Y2)

= Ty(z1, 22, 73) + Tu(y1, y2,Y3)
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alors Ty est linéaire.
Le noyau de T} est donné par

ker(Ty) = { (1, T, 23) € R*| 23 — 22y = 0 et 37, = 0} = {(a, 0,20a)| @ € R}

et admet ((1,0,2)) comme base.

Pour l'image, on a im(7y) = R?, car un vecteur (y;,%;) € R* arbitraire admet (0, %2, ;)
comme antécédent. Une base est donnée par (€7, é).

Soient t € R, a+bi,c+di € C. Alors T5(t(a+ bi)) = Ts(ta + thi) = ta — tbi = t(a — bi) =
tTs(a+bi). Egalement, Tx((a+bi)+ (c+di)) = Ts((a+c)+ (b+d)i) = (a+c) — (b+d)i =
(a —bi) + (¢ — di) = T5(a + bi) + Ts(c + di). Donc T5 est R-linéaire.

On a ker(75) = {0}, qui admet () comme base.

L’image de T5 est im(75) = C. Une base est donnée par (1,7).

. Ty n’est pas homogéne par rapport aux scalaires complexes. Par exemple, on consideére le

scalaire 7 € C et le vecteur 1 +1i € C. Alors Tg(i(1 +4)) = Ts(—1414) = —1 — i, tandis
que iT5(1 +4) = i(1 — i) = 1 + 4. Donc Ty n’est pas C-linéaire.
(a) On vérifie que T est linéaire.
Pour P et () dans P,(R) on a :

T(P+Q)=P+Q+(P+Q)+(P+Q)' = P+Q+P +Q +P'+Q" =T(P)+T(Q).
Pour A € R on a T(AP) = AP + (AP)' + (AP)" = AP + AP’ + \P" = \XT(P).

(b) Pour montrer que T' est injective, nous allons montrer que son noyau est réduit a
Z€ro.
Ker(T)={Pe?®,(R) | P+ P'+ P" =0}.

Soit P € Ker(T). Pour montrer que P = 0 on peut procéder de deux maniéres :

— Soit on écrit P sous la forme P = Y"1  a; X" et, en utilisant le fait que {1, X, ..., X"}
est une base de P,(R) on montre que P + P’ + P"” = 0 implique que P = 0.

— Soit on remarque que deg(T'(P)) = deg(P) (le montrer!). Par conséquent T'(P) =
0 implique que P = 0.

Par le théoréme du rang, on a :

dim(Ker(T)) + dim(Im(T)) = dim(P,(R)) =n+1

par injectivité de 7" on en déduit que dim(Im(T)) = n+1 et donc Im(T) = P,(R).
L’application T est donc bijective.

On vérifie que T7 est linéaire. Pour f et g dans F([0,1],R) on a :

T+ g) =t LOTIO0) (o SO g 03— 1) 4 1)
Pour A € Ron a Tr(Af) = {t — 329} = At — {51 = \T3(f).

Le noyau de 7% est I’ensemble suivant :

ker(T3) = {f € F([0,1], R) | ff; — 0Vt eR)
_ {f € F([0,1],R) | f() = 0 V¢ € R} = {O}.

L’application T% est donc injective.

L’image de T est F([0, 1], R) (77 est donc surjective et donc bijective) car pour g : t — ¢g(t)
un élément de F([0, 1], R), (1 + ¢*)g(t) € F([0,1],R), est un antécédent de g(t) par T%.
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9. L’application T3 n’est pas linéaire. Par exemple, pour A = 2 on a T5(2f) = {t —

2 2 2
et 2T5(f) = 2{t — {5} = {t — Fr )

Exercice 2. On montre que P est linéaire. Soient A = (o ;), B = (6;;) € Mat(n,n;F). Pour
1 <14,5 <n on calcule :

1 1
(P(A+ B))ij = 5((A+ B)ij = (A+ B)ij) = 5(ai + Bij — aji — Bjs)
1 1
= glaig —aji) + 5 (Bij = Bja) = (P(A))ij + (P(B))ij = (P(A) + P(B))i;.
Donc P(A+ B) = P(A) + P(B). De maniére similaire, on vérifie que P(AA) = AP(A) pour
AeF.

Déterminons ker(P). Pour A € Mat(n,n;F), nous avons : A = («a; ;) € ker(P) & P(A) =
0 (P(A));,; =0Vi,j & a;; =a;;Vi,j < Ae S(n). Donc : ker(P) = S(n).

Les matrices B = (0;;) dans I'image de P sont de la forme B = (A — A”) pour un
certain A = (o, ;) € Mat(n,n;F). Pour tout 1 < i,j < n, il existe donc «;;,;; € F tels
que fB;; = %(ai,j — ;). En particulier, il faut que ;; = —f;;. On a donc une inclusion
im(P) C A(n). D’autre part toute matrice antisymétrique C' = (v, ;) € A(n) est contenue dans

I'image de P. Par exemple, la matrice A = (o ;) définie par

) 27, 127,
Q5 = 0 . .
) 1<)

satisfait P(A) = C. Encore plus simplement, on a P(C) = C. En résumé : im(P) = A(n).

Exercice 3. Nous montrons d’abord que ker(7") +span(v) = V. Soit w € V. Posons u := T'(w)
et n := T'(v). Par hypothése, n est non-nul. Par linéarité de 7', nous avons T'(w — %v) = 0. Donc
w — Lo € ker(T) et alors w = (w — L) + Lo € ker(T') + span(v).

Voyons maintenant que ker(7") N span(v) = {0}. Nous pouvons écrire un élément w €
ker(T") N span(v) sous la forme w = pv, p € F. Donc T'(w) = pT'(v) par linéarité de T. D’autre
part, T'(w) = 0 comme w € ker(7T"). Comme T'(v) # 0, il faut que p = 0. Par conséquent, on a
w = pv = 0.

Exercice 4.

1. L’application identité f : R*? — R? définie par f(x,y) = (z,y) est lincaire et vérifie
Ker(f) = {(0,0)} € I(f) = B2

2. L’application nulle f : R* — R? définie par f(z,y) = (0,0) est linéaire et vérifie
Im(f) = {(0,0)} C Ker(f) = R2.

3. D’aprés 'exercice précédent, ker(f) = im(f) si et seulement si f2 = 0 et 2.rg(f) =
dim(R?) = 2, c’est-a-dire rg(f) = 1. On vérifie que I'application f : R* — R? définie par
f(z,y) = (x —y,x — y) est linéaire et vérifie ces deux conditions.

Exercice 5. Si u € ker(T o §), alors Su € kerT. Alors on obtient, par restriction, une
application linéaire S’ : ker(T' o S) — ker T, et Im S” C ker T". Par la formule de dimension, on
a

dimker(T o S) = dimker S’ + dim Im S’

Mais ker S" = ker S (car ker S C ker(T' o S)) et Im S’ C ker T', alors

dimker(7T o S) < dimker S + dim ker T".



