ECOLE POLYTECHNIQUE FEDERALE DE LAUSANNE
FACULTE DES SCIENCES DE BASE
INSTITUT DE GEOMETRIE, ALGEBRE ET TOPOLOGIE

Pror. K. HESS BELLWALD

Algébre Homologique : Série 10
17.5.2004

Définition 1 : Etant donné un module B et un sous-module B’ de B, on définit la
dimension projective suprémale du couple (B’, B) comme étant

SPdim(B', B) := sup{ Pdim(C) | C est un sous-module de B contenant B’}
de plus, on notera SPdim(B) := SPdim(0, B).

Définition 2 :  Soit R un anneau et S C R tel que S contient 1, ne contient pas 0 et
est fermé sous la multiplication (S est alors dit admissible multiplicativement). On définit
I’anneau quotient de R par S comme

ST'R:=Sx R/ ~

ou (s,r) ~ (s',r') & 3s* € S | s*(sr’ — s'r) = 0. Si B est un R-module, on définit S~'B
de la méme maniére.

(1) Montrer que si RGdim(R) >0et0 =1, C I; C...C I, = R est une chaine d’idéaux
a droite, alors
RGdim(R) = 14+ max{SPdim(I;_1, I;)}.

(2) SoitR:{(g lc)) \aGZ,b,CGQ}.

(a) Montrer que < (1) 8 ) R est un idéal & droite projectif et trouver son complé-
ment & R.

0 8 R et montrer qu’ils sont

tous projectifs. En déduire que sa dimension suprémale est nulle.

(b) Déterminer les idéaux a droite contenus dans (

(c¢) Déterminer les idéaux a droite contenu dans ( R et montrer qu’ils sont

0 1
tous projectifs. En déduire que sa dimension suprémale est nulle.

(d) Utiliser I’exercice (1) pour montrer que RGdim(R) = 1.

(3) Soit R un anneau commutatif et S un sous-ensemble admissible multiplicativement.
Montrer que S™'R est un R-module plat.

(4) Sous les mémes hypothéses, montrer que si B est un R-module alors

S™1B~ S'R®g B.

(5) Dans cet exercice nous allons montrer que LGdim(R) = LGdim(M,(R)). Nous
utiliserons les théorémes suivant



Théoréme 1 :  Soit F' : ¢Mod — rpMod un foncteur exact et fortement additif.
Alors
PdimpF(B) < PdimgB + PdimgF(S).

Théoréme 2 : Si LGdim(R) > 0etsi R=1, ®...® I, est une somme directe
d’idéaux a gauche, alors

LGdim(R) = 1+ maz{SPdimli;}.
(a) Soit R’ := M, (R). On définit ¢ : R — R’ par ¢(r) = r - I,,. Montrer que pour
tout R’-module B’ on a PdimpB’' < Pdimp B’.

(b) Soit F': RMod — r/Mod tel que F(B) = B™ dont les éléments sont vus comme
des vecteurs colonnes. Montrer que F(R) est projectif comme R'-module. En
déduire que Pdimp F(B) < Pdimg(B).

(¢) Montrer que Pdimgr(B) = Pdimgr F(B) pour tout R-module B et en déduire
que LGdim(R) < LGdim(M,(R)).

(d) Montrer que tous les idéaux de F'(R) sont de la forme F'(I) pour I un idéal de
R.

(e) On pose Ii,...,I, les idéaux colonnes de R’. Par l'exercice (1), on a que
LGdim(R') = 1+ SPdimg F(R). Montrer que LGdim(R') = LGdim(R).



