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oqp*rts�uwvyx
M z|{ R }�~ u�� z��������4{ ���Q� { vkx Z(M) := {r ∈ R | ∃x ∈ M

x �'����z�� rx = 0} �� u { x.� � � ��z��@� v x /∈ Z(R) � x x /∈ Z(M) ��� uw� � PdimR/(x)(M/xM) ≤ PdimR(M) �
�G���������*������� s�u�vkx

M z�{ R }�~ uK� z��������F{ ���Q� { vkx ���)� u ~)���k����� � �¡  u �£¢Qz�� � � M �'{� �'¤ �£� p � u ~)~+� �Qx ��{ x ⊗p M ��z u�x£v �'{ x£� ��� � ���4� u z��q}¥~ uK� z��k�4�'{�¤w�Q{ ���¦� �5� � ���'� � � � ~)�'{ x �
m1 ⊗ . . . ⊗ mp

uw§=� �Qz�� � �'� mi � u { x8vk� �'{ x.v ��z��'�Q�t¨©�+��z u�x£v �Q{ x �£� � �t{ u�x.� ∧p M � x[u {
{ u�x � � � m1 ∧ . . . ∧ mp � u z � ���+�Q�/���¦�£� �Dª«� ��z vy¬ �����'{|�'� � � m1 ⊗ . . . ⊗ mp �@­��2® ��¯
°�±�²´³�²µ ²·¶���¸'¹�º�± µ ²·» �Q� x ∧

M :=
⊕

p

∧p M � s�v φ ∈ Hom(M, R) ¼ u {½�2z�{|� ��vk¾<�'� �'{ x.v �'���k�
�£z � ∧

M ��z v �'� x

dp(m1 ∧ . . . ∧ mp) =

p∑

i=1

(−1)i+1φ(mi)m1 ∧ . . . ∧ mi−1 ∧ mi+1 ∧ . . . ∧ mp.

s�uwvyx ~+� v { x �'{5��{ x x1, . . . , xn ∈ R � x F =
⊕n

i=1 Rei ¼ u {·{ u�x � � � K(x) � u z � ���¿� u ~)���k������ �¿�ÁÀ5��Â�{�� ∧
F ~Ãz�{ v�� �¿�/� ��vy¾i�Q� �'{ x£v �'�k��� di

uw§
φ �'{ ¬�uwv �¿���Q� ei �¦z � ���Q� xi �

oÅÄwrts�uwvyx z�{��¿�£z vkx � �¦� ¤wz�� v�ÆQ� � x1, x2, . . . , xn

�Dª«� � � ~+�Q{ x � �Dª z�{Ç��{|{��È��z R �
o � r � u { x£� � � ��z��;�k�;� u ~)�����É��� � �Ê  u �£¢'z|� K(x) �'� x z�{�� �£� � u �kz x.vku {4� vkË�� � � � R/(x1, . . . , xn) �oÌË�r � u { x£� � � ��z�� PdimR(R/(x1, . . . , xn)) = n �

oÎÍ´r � u { x.� � � ��z��@� v P �Q� x z�{ v���� ���D� � �'~ v � �©� � R ��� uw� � dim(RP ) = ht(P ) �
oÌÏ�r � u { x.� � � ��z��

dim(R) = sup
m∈Max(R)

dim(Rm) = sup
m∈Max(R)

ht(m).

ÐÑ²K¯$¯�²0Ò0� s�uwvyx
Q � x Q′

� �'zK� vk��� ��zK�·� � �'~ v � � � ��v � x.v {�� x � � � R[x] � ¬ �Q� Q ⊂ Q′ � x
Q ∩ R = Q′ ∩ R = P ��Óf� uw� � Q = PR[x] �

oÅÔwr o � rGÕJx£v � v �£� � ���4�k�'~)~+� p � u z � ~ u { x.� � � ��z��[� v Q0 ⊂ Q1 ⊂ Q2 �'� x z�{|�[�ÁÀ5�ÖÂ/{�� �Dª«v���� ��z��
� � �'~ v � � � ��v � x.v {�� x � � � R[x] ¼���� u�� � Q0 ∩ R 6= Q2 ∩ R �oÌË�r � u { x£� � � ��z�� dim(R[x]) ≤ 2dim(R) + 1 �



ÐÑ²K¯$¯�² l � s�uwvyx
R z�{[��{�{��'��z8{ u � x À�� �£v �Q{D¼ Q z�{ vk��� ���´� � �Q~ v � ��� � R[x] � x P = Q∩R �s�v

Q = PR[x] ¼���� uw� � ht(Q) = ht(P ) �
o��´rts�uwvyx

R z�{½��{�{|�È��zt{ u � x À|� �£v �'{D�
o � r_s�uwvyx Q z�{ v��|� ���D� � �'~ v � ��� � R[x] � x P = Q ∩ R �oÌË�rGÕJx£v � v �£� � ���4�k�'~)~+� Ä � u z � ~ u { x.� � � ��z�� dim(R[x]) ≤ dim(R) + 1 �

�'� µ � ® ²0� sKuwvkx
n = ht(Q) � x Q0 ⊂ . . . ⊂ Qn ���

u �¦� � Pi = Qi ∩ R � x �¦� � �'~+��{ � � � � v
���Q� Pi � u { x x.u z�� ��vk¾<�'� �'{ x �Q�

o��wrts�uwvyx
m z�{ vk��� ����~+�Ö� v ~+��� � � R � x x ∈ m − m2 � � u { x£� � � ��z ª«v ����� v � x � m′ ⊂ m/xm

x �Q�
��z�� m/(x) ⊕ m′ ' m/xm �


