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(1) Soit M un R-module. On définit Z(M) := {r € R | Iz € M tel que rz = 0}.
Montrer que si z ¢ Z(R) et x ¢ Z(M) alors Pdimpg))(M/xM) < Pdimg(M).

Définition :  Soit M un R-module. On définit le complexe de Koszul de M en
degré p comme étant X" M quotienté par le sous-module engendré par les éléments
my; ® ... ® m, ou deux des m; sont identiques. Ce quotient sera noté A” M et on
notera my A ... A m, pour la classe d’équivalence de m; ® ... ® m,. Le complexe
de Koszul de M est A M := P, A" M. Si ¢ € Hom(M, R), on a une différentielle
sur /\ M qui est

p
dp(ml VAN mp) = Z(—l)”lqﬁ(mi)ml VAN m;—1 N mMi1 VAN mp.
i=1

Soit maintenant xy,...,x, € R et F = @._, Re;, on notera K(x) pour le complexe
de chaine A F' muni de la différentielle d; ot ¢ envoie les e; sur les x;.

(2) Soit une suite réguliére xy, 2o, . .., x, d’éléments d’un anneau R.

(a) Montrer que le complexe de Koszul K(x) est une résolution libre de R/(x1, ..., x,).
(b) Montrer que Pdimg(R/(x1,...,2,)) = n.

(3) Montrer que si P est un idéal premier de R alors dim(Rp) = ht(P).

(4) Montrer que
dim(R)= sup dim(R,,)= sup ht(m).

meMax(R) meMax(R)

Lemme 1 : Soit @ et ' deux idéaux premiers distincts de R[x] avec Q) C Q' et
QNR=Q NR=P. Alors Q = PR[z|.

(5) (a) Utiliser le lemme 1 pour montrer que si Qy C @1 C Q)5 est une chaine d’idéaux
premiers distincts de R[z], alors Qo N R # Q2 N R.

(b) Montrer que dim(R[z]) < 2dim(R) + 1.



Lemme 2: Soit R un anneau noetherien, () un idéal premier de R[z] et P = QNR.
Si @ = PR[z], alors ht(Q) = ht(P).

(6) Soit R un anneau noetherien.

(a) Soit () un idéal premier de R[z] et P = QN R.
(b) Utiliser le lemme 2 pour montrer que dim(R[z]) < dim(R) + 1.

Indice : Soit n = ht(Q) et Qo C ... C Q,. Poser P, = Q; N R et se demander si
les P, sont tous différents.

(7) Soit m un idéal maximal de R et x € m —m?. Montrer qu’il existe m’ C m/zm tel
que m/(z) ®m’ ~m/zm.



