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kml*npo�qsrutwvyx)z|{}rgt�~8~���x���t.~��Qqs{}�mt.~��
0 → B → B′ → B′′ → 0 �F�F� z|{}�}��qsz�~8�K{�~ Pdim(B) >

Pdim(B′)
qs{��K{�~

Pdim(B′′) > 1 + Pdim(B′) ��� q � t.��~Q����{}~ Pdim(B′′) = 1 +
Pdim(B) �

k��sn � q � t.�|~'����{}~@z�r�v���q � x2�}~Q{��pz�{}rut.~QzJ~���x��Qt�~'zJ�'qs{}�mt.~Qz��

0 // K1
// P1

// B // 0

0 // K2
// P2

// B // 0x��s~'�
P1

~Qt
P2

����q��|~Q�Qt.ru��z' �x�vgqs��z
K1 ⊕ P2 ' K2 ⊕ P1 �

k¢¡£n �F� ��rgt���{D��{ �¥¤ q���{}vy~ B
~Qz|tJ¦ � r ¤ ~ � t��}�|§'z|~ � t.§@z�r�rgvD~���rgz|t.~¨{ � ~@z|{}rgt�~¨~���x��Qt�~

0 // ker(π) // F
π

// B // 0

�}~ ¤ qK�}{}vg~'z�¦ � r ¤ ~ � t©~ �}ª ~ � �}��§QzFx��s~Q� F
vgry«}�|~ � o�qsrgt B

{ �¬¤ qK�}{}vg~F¦ � r ¤ ~ � tJ�}�|§'z�~ � t.§8~�t
P
{ �­¤ q���{}vy~©�}��q��|~Q�Qt�rg��¦ � r ¤ ~ � t�~ �}ª ~ � �}�|§Ft.~'vgz���{}~4v/x8z|{}rgt�~ 0 → K → P → B → 0

~'z|t
~���x���t.~�  ¤ q � t.�|~'����{}~ K

~Qz|t�¦ � r ¤ ~ � t�~ �}ª ~ � �}��§ �
k¯®�n � q � t.�|~'�G��{}~(z|rw�5x � zGv/x
z|{}rgt�~�~���x���t.~(�'q�{}�|t�~ 0 → A → A′ → A′′ → 0

 ��}~Q{��°��~'z
¤ qK�}{}vg~'zFz|q � t8��~)��r ¤ ~ � z|ryq � �}�|q��|~'��t.ru�s~±¦ � ry~±x²vyqs�|z4vy~�t.�|qsryz|ry³ ¤ ~�v¢�´~Qz|t�x�{}z|z�r �+µ ~)��vy{}z¨z�r
Pdim(A) = n < ∞

~�t©��{}~
Pdim(A′′) ≤ n

x²vyqs�|z
Pdim(A′) = n �

k�¶snpo�qsrut
A
{ � R ·¸¤ qK�}{}vy~©¹8�}�|qsrgt�~ �º� q � t.��~Q����{}~4vy~Qz»�Qq � �}rut.ryq � z�z|{}rg�²x � t�~'z�z�q � t�§'��{}rg�²x�vg~ � t.~Qz

k¢x£n
A
~'zmt©��v/x²t �k¯«�n

TorR
n (A, B) = 0

��qs{}��t.q�{�t
B ∈ RMod

~Qt
n ≥ 1 �k¯�&n

TorR
1 (A, R/I) = 0

��qs{}��t.q�{�t�ry�}§'x�v�¹ ª x�{��½¼}~4¦ � r ¤ ~ � t�~ �}ª ~ � �}��§ I �
µ ~ ¤+¾Q¤ ~4z|r B

~'zmtw{ � R ·¸¤ qK�}{}vy~F¹ ª x²{}�½¼}~�  ¤ q � t.��~Q���K{�~�vg~'z��'q � �}rgt�ryq � z�z|{}rg�²x � t.~Qz©z|q � t§'��{}ru��x²vy~ � t�~'z
k¢x£n

B
~'z|tJ�}vyx²t �k¯«�n

TorR
n (A, B) = 0

��qs{}��t.q�{�t
A ∈ ModR

~Qt
n ≥ 1 �k¯�&n

TorR
1 (R/J, B) = 0

�<qs{���t.qs{�t�rg�}§�x²v�¹)����qsrut.~w¦ � r ¤ ~ � t�~ �}ª ~ � �}�|§ J �
k¢¿£n � q � t.�|~'����{}~ TorR

n (A, B)
�<~Q{�t ¾ t.�|~¨��x�vg�'{}vg§4¹)�}x��|t�ry���D��{ � ~@��§Qz�qsvg{�t.rgq � �}vyx²t.~4�}~ B �



k��sn��©qs{�zwx�vgvyq � zJ��§ ¤ q � t.��~Q�©vg~4t.¼}§Qqs��³ ¤ ~@�}~���� ��� ~Qt�¼ � oKqsrgt R
{ � x �}� ~'x�{���qsz�z|§'�5x � twv/x±�}��q ·�}��rg§Qt�§©��{}~Jt.qs{}z�vy~Qz ¤ q���{}vy~Qz z|{}� R

q � t�{ � ~©��§Qz�qsvg{�t.rgq � �}v/x²t�~©��~wvyq �}ª {}~Q{}�º�}vy{}z��<~�t.rut.~�qs{§ ª x²vy~¨¹Gl � o�qsry~ � t�~ � �Qqs��~ (Fi, di)
~�t

(F ′

∗
, d′

∗
)
��~'{��­�Qq ¤ �}vy~���~Qz©��~@�½¼}x	� � ~Qz��}~ R ·¸¤ q��}{�vy~'z�}v/x�t.z �;�4� �<qsz|~ (F i, di) = (Fi, di)⊗ (F ′

i , d
′

i) � � q � t.�|~'����{}~wv���q � x8vyx�z�{�rgt.~©~���x���t.~4�'q�{}�|t�~

0 //

⊕
i+j=n Hi(F ) ⊗ Hj(F

′) κ
// Hn(F ) //

⊕
i+j=n−1

TorR
1 (Hi(F ), Hj(F

′)) // 0

k¢x£n �F� �}§Q¦ � rgt F
′

n :=
⊕

i+j=n Fi ⊗Ker(d′

j)
~�t

F
∗

n :=
⊕

i+j=n Fi ⊗ Im(d′

j) � �F� x�{ � ~z�{�rgt.~8~���x��Qt�~2�'qs{��|t.~
0 → F ′

n → F n → F
∗

n → 0 ��
 ��q�{��s~Q�Fv/x z|{}rgt�~8~��}x²�Qt.~2vgq �}ª {�~x�z|z�qK�'ry§Q~¨~Qt ¤ q � t���~Q���K{�~�v¢�´q � { � ~@x�{�t.�|~¨z�{}rut.~¨~���x���t.~¨�'qs{��|t.~±�

0 → Hn(F
′

)/Im(δn+1) → Hn(F ) → Ker(δn) → 0

q��
δ
~'zmtwv¢�´¼�q ¤ q ¤ qs�|�}¼}rgz ¤ ~©�}~¨�Qq �}� ~Q�Qt.rgq � �}§Q¦ � r��5x���vy~4vg~ ¤)¤ ~w�}{¬z|~'�|�<~ � t �k¯«�n�
Jt�ryvgryz�~Q� v¢�´~���~Q���Qry�'~;����§'�Q§'�}~ � t���qs{}� ¤ q � t.�|~'����{}~ Hn(F

′

) '
⊕

i+j=n Hi(F )⊗Ker(d′

j)~QtJ��{}~
Hn(F

∗

) '
⊕

i+j=n Hi(F ) ⊗ Im(d′

j) �k¯�&n�
Jt�ryvgryz�~Q��vy~4��qsr � t�k�«�n»��qs{}���}q ��� ~'��{ � ~@�}§�¦ � rgt�ryq � ��~ δn+1 : Hn+1(F
∗

) → Hn(F
′

) �k¯��n���xGz�{}rut.~
0 → Im(d′

j+1) → Ker(d′

j) → Hj(F
′) → 0

~Qz|t@{ � ~2�|§'z�q�vy{�t�ryq � �}vyx²t.~8�}~
Hj(F

′) � 
Jt.rgvyrgz�~'��vy~ �¯x�rgt���{}~�v���q � ��~'{�t;��x�vg�'{}vg~'� Tor∗(Hi(F ), Hj(F
′))
¹F�5x��|t�ry���D��{ � ~��§Qz�qsvg{�t.rgq � �}v/x�t.~F�}~ Hj(F

′)
��qs{}��ry��~ � t.ru¦5~'��vy~ � q��£x�{¬�}~ δn+1 �k¯~&n � q � t���~'�J��{}~

⊕

i+j=n

(Hi(F ) ⊗ Ker(d′

j))/Im(δn+1) '
⊕

i+j=n

Hi(F ) ⊗ Hj(F
′).

~QtJ�Qq � �'vg{}��~ �


