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(1) Soit la suite exacte courte : 0 — B — B’ — B” — 0. On suppose que Pdim(B) >
Pdim(B') ou que Pdim(B") > 1+ Pdim(B'). Montrer que Pdim(B") = 1+
Pdim(B).

(2) Montrer que si 'on a deux suites exactes courtes :

0 K, P B 0

0 Ky Py B 0
avec P, et P, projectifs, alors K1 & P, ~ Ko ® P;.

(3) On dit qu'un module B est finiment présenté si il existe une suite exacte

0 — ker(m) F—=pB 0

de modules finiment engendrés avec F' libre. Soit B un module finiment présenté et
P un module projectif finiment engendré tels que la suite 0 - K — P — B — 0 est
exacte, montrer que K est finiment engendré.

(4) Montrer que si dans la suite exacte courte 0 — A — A" — A” — 0, deux des
modules sont de dimension projective finie alors le troisiéme l’est aussi. De plus si
Pdim(A) =n < oo et que Pdim(A") < n alors Pdim(A’) = n.

(5) Soit A un R-module & droite. Montrer que les conditions suivantes sont équivalentes

(a) A est plat.
(b) Tor(A, B) =0 pour tout B € gpMod et n > 1.
(c) Torf(A,R/I) = 0 pour tout idéal & gauche finiment engendré I.

De méme si B est un R-module & gauche, montrer que les conditions suivantes sont
équivalentes

(a) B est plat.
(b) Tor®(A, B) = 0 pour tout A € Modp et n > 1.
(c) Torf(R/J, B) = 0 pour tout idéal & droite finiment engendré .J.

(6) Montrer que T'orf{(A, B) peut étre calculé & partir d’une résolution plate de B.



(7) Nous allons démontrer le théoréme de Kiinneth.Soit R un anneau possédant la pro-
priété que tous les modules sur R ont une résolution plate de longueur plus petite ou
égale a 1. Soient encore ([}, d;) et (F.,d.) deux complexes de chaines de R-modules

plats. On pose (F;,d;) = (F, d;) ® (F/,d}). Montrer que ’on a la suite exacte courte

0——= By jmp Hi(F) ® Hy(F') —"~ H,(F) — @y j—p—1 Tor{: (Hi(F), H;(F")) —=0

(a) On définit F, := E’ ® Kir(d;) et F o= D, j—n i ®Im(d}). On a une
suite exacte courte 0 — F’,, — F,, — F, — 0. Trouver la suite exacte longue
associée et montrer que I’on une autre suite exacte courte :

i+j=n

0— H,(F)/Im(6ps1) — Ho(F) — Ker(8,) — 0

ol ¢ est ’homomorphisme de connection défini par le lemme du serpent.
(b) Utiliser l’exircice précédent pour montrer que H,,(F') ~ & irjon Hi(F)@Ker(d))
et que H,(F') =@, ,_, Hi(F) ® Im(d}).

(c) Utiliser le point (b) pour donner une définition de 8,4, : Hy 1 (F') — H,(F ).

(d) La suite 0 — Im(d},,) — Ker(d;) — H;(F') — 0 est une résolution plate de
H;(F'"). Utiliser le fait que l’on peut calculer T'or,(H;(F'), H;(F")) a partir d’une
résolution plate de H;(F") pour identifier le noyau de ,1.

(e) Montrer que

D (Hi(F) @ Ker(d}))/Im(8u1) ~ @ Hi(F) @ Hy(F).

i+j=n i+j=n

et conclure.



