L’EXISTENCE DU POLYNOME UNIVERSEL

Nous ferons appel dans ici a notre connaissance, non seulement de ’algebre
de Hecke et de sa trace, mais aussi du groupe des tresses et des liens entre les
tresses et les entrelacs. Les tresses serviront de pont entre le monde algébrique du
dernier chapitre et le monde topologique des entrelacs, nous permettant de définir
le polynome universel.

La premiere étape de la construction du polynéme universel consiste en la défini-
tion d’un invariant de tresse, qui, de premiere vue, a ’air trop horrible pour mener
a quelque chose de raisonnable. Or un changement de variables astucieux nous
permettra de voir que cet invariant de tresses n’est qu'une version déguisée du
polynéme universel.

Nous terminerons ce chapitre par une petite étude comparative du polynome
universel, du polynéme d’Alexander et du polynoéme de Jones.

A. La construction du polynéme universel

Avant de définir I'invariant de tresse a la base du polynome universel, nous
devons établir quelques reperes algébriques.

Considérer I'anneau de polynomes Clg, z] en deux variables, ¢ et z. Dorénavant
k dénotera le corps des fonctions rationnelles a coefficients dans C, i.e.,

k={Z|fgeCls4}.

Poser w = 1—q+2z € k, et soit F = k ((%)%» i.e., F est le corps qui est I'extension
quadratique de k par (%)%.

11 est clair d’apres les présentations de B, et de H,,(q) qu’il existe une surjection
d’algebres

p:k[B,] — Hu(q)

telle que p(o;) = 7; pour tout i. Ceci entraine en particulier que 7; doit étre
inversible dans H,,(q), puisque o; l'est dans B,,. Effectivement,

1 1 1
Ti-a-(l—q-l-n):a-(ﬂ—qn-l-n?)z5-(T¢—qn+(q—1)n+q)=1,

i.e., 7; est inversible, et Ti_l = % (1=qg+m).
Comme dernier repere algébrique, soit v : B,, — Z I’homomorphisme défini par
v(o;) = 1 pour tout i. Cet homomorphisme est bien défini, car

v(o;) +v(oj) =2=v(o;)+v(o;) VYi,j

Typeset by ApS-TEX
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et
V(O'i) + I/(O'H_l) + I/(O'Z') =3= I/(O'H_l) + I/(O’i) + V(Ui+1) Vi.

Ayant fixé ces reperes, nous sommes préts a définir notre invariant de tresse.

DEFINITION. Soit B = |J,;s5 Bn. L’invariant de tresse universel est une appli-
cation ensembliste
X:B—F

définie par

1 (n4v(b)—1)/2
) Tr (p(3).

(g) (n—v(b)—1)/2
w

pour tout b € B,,.

REMARQUE. Pour vérifier que X'(b) se trouve vraiment dans F, observer que

<1>("+”(b>‘1>/2 g\ (n—r®)-1)/2 g \ O g )
LY [ (e
z w wz w

pour tout b € B,,.

De premiere vue, il parait invraisemblable et presque miraculeux que cette
définition affreuse puisse nous mener au beau polynome universel, mais nous ver-
rons par la suite que tel est en fait le cas. Il nous faut montrer que X induit un
invariant d’entrelacs, qui, apres un changement de base approprié, prend ses valeurs
dans Z[u,u™t, v,v7!] et satisfait & la relation d’écheveau & coefficients u,u™1,v.

Pour montrer que X induit un invariant d’entrelacs, nous ferons appel au théoreme
de Markov (Théoréeme 7.4), qui précise quand les fermetures de deux tresses sont

équivalentes.
PROPOSITION 1. Si L(b) = L(V'), alors X(b) = X (V).

PREUVE. Le théoreme de Markov implique qu’il suffit de vérifier les deux affir-
mations suivantes.

(1) X(b) = X(cbc™t) Vb, c € B,.
(2) X(b) = X(bot) VbeB,.
Preuve de (1): Observer d’abord que

v(cbe™) = v(c) +v(b) +v(c) = v(b),

car v(c™!) = —v(c) pour tout ¢ € B,,. Ensuite, grace a la propriété (2) de la trace
(voir chapitre IX, paragraphe C),

Puisque b et cbc™! ont le méme nombre de brins, les deux calculs ci-dessus
montrent que X (b) = X (cbc™1).
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Preuve de (2): On voit facilement que

%((m 1)+ p(bon) — 1) = %(m (b) — 1) +1
et ) )
5 (n+1) —v(bo,) — 1) = §(n —v(b) —1).

D’ailleurs, p(bo,,) = p(b) - 7,, ce qui implique que T (p(boy,)) = z- T (p(b)). Ainsi

(ntv(b)—1)/2 —u(b)—
1 /1 g\ (n—v(b)=1)/2
Xio) = = (1) (9) =T (o)
- ().

De maniere semblable, on voit que

% (n+1)+vbo;l) 1) = %(n + () — 1)

et

E n+1)—v(bo,')—1) = l(n— v(b)—1)+1

5 ((n+ . 5 :
tandis que

p(bot) = plb)rt = §p<b><1 g,
Donc
Tr (p(bo; ) = é Tr (p(b)) — q- Tr (p(b)) + 2 - Tr (p(b))]
= Tr(p(d)).

Ainsi,

X(bo;h)

w q

(n+v(b)—1)/2
1 (n—v(b)-1)/2 g w
(%) (4) LU T (p(o)
X

(b). O
Grace a cette proposition, nous savons que ’application
)?Z@—>]FZDD—>X(Z)),

est bien définie, ou D est un diagramme du type d’entrelacs de £(b). Notre prochain
but est de montrer que X est un invariant d’écheveau. Les coefficients de sa rela-
tion d’écheveau nous indiqueront le changement de base qu’il faudra effectuer pour
trouver le polynome universel.

Observer d’abord que par définition X (D) = X(D’), si D et D’ sont deux dia-
grammes du méme type de nceud. Il s’agit bien d’un invariant.
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Ensuite, puisque O ~ L(01,2), on a que

X(O) = X(U1,2)

(2+1-1)/2 —1—

1 (2—-1-1)/2

_) (£) Tr(ry)
z

w

4

I
R =

—

i.e., la condition (1) de la définition d’un invariant d’écheveau est satisfaite par X.

Il reste donc a trouver une relation d’écheveau satisfaite par X. Commencons
par une digression concernant les triplés d’écheveau et les tresses.

Soient b € B, et k € {1,...,n — 1}. Soient D un diagramme de L(bo} '), D’
un diagramme de L(boy), et D” un diagramme de L£(b). Alors il est clair que
(D, D’,D") est un triplé d’écheveau.

D’ailleurs, si (D4, D_, Dy) est un triplé d’écheveau et Dy est un diagramme du
type d’entrelacs de L£(b) pour un certain b € B, alors il existe k € [1,n] tel que
D, soit un diagramme du type d’entrelacs de E(bak_l) et D_ soit un diagramme
du type d’entrelacs de L(boy,).

Etant donné cette équivalence, nous comprenons bien l'intérét du lemme suivant.

LEMME 2 (LE LEMME D’INVARIANCE). Soit W lapplication B, — H,(q) définie
par

(n+v(b)—1)/2 —u(b)—
(1 g\ (n—v®)-1)/2
W) = (‘) () b
Alors pour tout b € B, et k € {1,...,n— 1},
g\ RN AR _ _
w (W) W(boih) — 2 (wz) W(bor) + (g — 1)W(b) = 0.

La preuve de ce lemme, qui consiste en un calcul tout a fait direct basé sur la
définition de W, est laissée comme exercice.

Puisque X (b) = Tr (W(b)), notre analyse des triplés d’écheveau nous montre
que le corollaire suivant est une conséquence immédiate du lemme 2.

COROLLAIRE 3. Pour tout triplé d’écheveau (D4, D_, Dy),

w (L) &0y - (L) FD) + (g - DDy =0

wz

Ainsi, nous avons démontré que X est un invariant d’écheveau a coefficients

1 1
(w (i) 2 -z (&) > q—1). Nous laissant guider par la définition de Q a partir de

) (@)

celle de Q, nous posons

0= (o(2)
(2

N
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et

N|=

NI
N—
|
[N
/T
N
S
=

v(q, 2) = (w (é)l wzf)_ (¢—1)

Alors u(q, 2z),v(q, z) € F, car ce sont des produits d’éléments de F. D’ailleurs,

1

1 1
() =)' =i s

wz z
1
q Z\3
()G
wz w

q—1=—1iq

=

' U(q, Z)_lv

1
2

N

et

Nl=

-v(q, 2).

1
2

Donc, si nous multiplions I’équation du corollaire 3 par iq~ 2, nous obtenons

(L) u(q,2) - X(Dy) +u(g,2) ™ - X(D_) +v(q, 2) - X(Dg) = 0,

pour tout triplé d’écheveau (D, D_, Dy). Grace a la relation (A), nous pouvons
démontrer la proposition importante suivante.

PROPOSITION 4. Soit D € ®©. Alors f(D) est un polynome de Laurent en u(q, z)
et v(q, 2).

PREUVE. Comme toujours, nous démontrerons ce résultat par récurrence sur la
complexité du diagramme.

Si¢(D) =0 =u(D) et D ar composantes, alors D ~ ()". Grace a la relation
(A), le lemme 8.2 implique que

X(D) = (_u(q, z)vz-quZ(;L z)_1>r_1 |

ce qui est un polynéme de Laurent en u(q, 2) et v(q, 2).

Supposons que la proposition soit vraie pour tout diagramme de complexité
inférieure a (n,m). Soit D un diagramme tel que (¢(D),u(D)) = (n,m). Comme
toujours, on peut supposer que I'un des croisements a inverser dans une trivial-
isation minimale soit positif et en tirer un triplé d’écheveau (D, D_, Dy), ou les
complexités de D_ et Dg sont inférieures & (n,m). Ainsi, par (A),

X(D) = —u(q, z)_2)?(D_) + —u(g, 2) (g, z))?(DO),

ce qui est un polynome Laurent en u(q, z) et v(q, z), parce que /'ifv(D_) et )?(DO) le
sont, par 'hypothese de récurrence. [J

Puisque F est un corps,

u(q,2)fv(g,2)! =1 <= k=0=1.
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Ainsi il y a un vrai anneau de polynomes de Laurent

Z[“(Qa Z)? u(Qa Z)_17 v(q, Z)a v(q, Z)_l]

inclus dans F. Ce que nous venons de montrer dans la proposition précédente est
donc que

X(D) € Zu(q, 2),u(q, 2) "', v(g, 2),v(q,2) "] VD eD.

Par conséquent, nous pouvons regarder X(D) comme une fonction de u(q, 2)
et v(q, z), au lieu de ¢ et z. Considéré ainsi, X est un invariant d’écheveau dont
I'image se trouve dans ’anneau de polynomes de Laurent en u et v et dont les
coefficients sont u, u~1, v, i.e., X considéré comme une fonction de u(q, z) et v(q, 2)
est exactement le polynome universel!

Nous résumons ce qui précede sous forme d’un théoreme.

THEOREME 5. Le polynome universel Q ewiste, et est égal a linvariant d’éche-
veau induit par linvariant de tresse universel, apres un changement de variables
approprié.

B. Les polynémes d’Alexander et de Jones

La famille des invariants d’écheveau possede deux membres renommés. Nous en
connaissons déja bien un, le fameux polynome de Jones, lequel était ’étincelle qui
a relancé I'étude de la théorie des nceuds, provocant la véritable explosion de ce
domaine de recherche depuis 1984. L’autre est le polynome d’Alexander-Conway,
connu de tres longue date.

Dans ce paragraphe nous verrons comment obtenir ces deux polynémes a partir
du polynéme universel.

Le polynome d’Alexander-Conway: 11 y a une variante légerement modifié du
polynome d’Alexander, appelé le polynome d’Alexander-Conway, qui satisfait a la
relation d’écheveau suivante.

() Vb, (t) = Vp_(t) —tVp,(t) = 0.

Ainsi V : ® — Z[t] est un invariant d’écheveau a coefficients 1, —1,¢, ce qui entraine
que V= foQ, ou

z —1
feZz,a Yy y 22 =2t y -1

z — —t.

D=

Puisque Q s’obtient de 8) par la substitution u = x%y_ , U= (:Uy)_%z, il est clair
que

Vo (t) = Q(D)(—i,it).

D’ailleurs si nous substituons ces valeurs de u et v dans la relation d’écheveau de
Q, nous obtenons

—19Q(D4) +1iQ(D_) +itQ(Dy) = 0.
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Si nous multiplions cette équation par i, nous retrouvons ($).

Le polynome de Jones: Jones a défini son “polynome”
V:9 — Z[t%,t_%]

a partir d’une certaine représentation des groupes de tresses. Il a tres vite reconnu
que V satisfaisait & une relation d’écheveau. En particulier, si (D, D_, Dy) est un
triplé d’écheveau, alors

tV(DL) —t7"V(D_) + (t7 —t72)V(Dy).

DonCV:foé,oﬁ

Le méme genre de raisonnement que dans le cas du polynéme d’Alexander montre
alors que V(D)(t) = Q(D)(—it, —i(tz — ¢t~ 2)).

Si l'on utilise le polynéme de Jones, on peut démontrer en deux lignes que les
deux trefles ne sont pas équivalents.

Les relations entre Q, V, et V: Les polynomes d’Alexander et de Jones sont
déterminés par le polynome universel, mais il n’y pas d’autre relation de dépendance
parmi ces polynomes.

e Le polynome d’Alexander-Conway ne détermine pas le polynome de Jones,
car il existe un noeud, appelé 11471, tel que Vy1,,, = 1 tandis que V(11471) #
1. En fait, jusqu’a ce jour il n’y a pas d’exemple connu de noeud nontrivial
dont le polynome de Jones est 1.

e Le polynome de Jones ne détermine pas le polynéome d’Alexander-Conway,
car il existe deux nceuds, 4; (le noeud en huit) et 113, tels que V(4;) =
V(113g5) tandis que Vy, # Viigg,.

e Les polynomes d’Alexander-Conway et de Jones pris ensemble ne suffisent
pas pour déterminer le polynome universel, car V(11383) = V(113g4) et
v11388 = vllgssv mais Q(11388) # Q(llgSS)‘

Ainsi les polynomes d’Alexander-Conway et de Jones sont deux invariants puis-
sants et complémentaires. Néanmoins, le polynéome universel qui les détermine
contient encore plus d’information que les polynomes d’Alexander-Conway et de
Jones réunis.



