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L’exercice 1 peut étre rendu aux assistants le 14 octobre au début de la séance
d’exercices.

Exercice 1. (a) Soit 7 la famille définie par

T := {Ra @} v {Aq :]ano[}qu'

Montrer que 7 n’est pas une topologie sur R.
(b) Soit 7" la famille définie par
T ={R &} v{E, =]a, 0 } .

Montrer que 7" est une topologie sur R.

(c) Soit 7" la famille donnée par
T" = {N, @} U {En ={n,n+1,n+2, ...}}neN.

Montrer que 7" est une topologie sur N et déterminer les ouverts contenant I’entier positif
6.

Exercice 2. Soit X un espace topologique et soit A un sous-ensemble de X. Supposons que
pour tout x € A il existe un ouvert U tel que x € U < A. Démontrer que A est ouvert dans X.

Exercice 3. Soit A un ensemble quelconque.

1. Si{7,}aea est une famille de topologies sur X, démontrer que [ .4 7o est une topologie
sur X. Est-ce que | J 4 7o est une topologie sur X7

2. Soit {7, }aea une famille de topologies sur X. Démontrer qu’il existe une unique topologie
la plus grossiére sur X qui contient toutes les collections 7., et une unique topologie la
plus fine contenue dans toutes les 7,,.

3. Si X = {a,b,c}, soit 7y = {2, X,{a},{a,b}} et To = {@,X,{a},{b,c}}. Trouver la
topologie la plus grossiére qui contient 77 et 75, et la topologie la plus fine contenue dans
T, et 71s.

Exercice 4. Considérer les topologies suivantes sur R:

T, = la topologie standard,

7, = la topologie de Ry,

75 = la topologie du complément fini,

7, = la topologie de la limite supérieure, avec les intervalles (a,b] comme base,

75 = la topologie avec tous les intervalles (—o0,a) = {z : z < a} comme base.

Pour chacune, déterminer lesquelles des autres topologies elle contient.



