
Homologie et Cohomologie Exercices 2

Exercice 1. Soit Cat la catégorie des petites catégories : les objets sont les petites
catégories et les morphismes sont les foncteurs entre les catégories. Vérifier les axioms
d’une catégorie.

Exercice 2. Soient C et D deux petites catégories. Vérifier les axiomes d’une ca-
tégorie pour les catégories suivantes.

(a) La catégorie des flèches C→ : ObC→ = MorC et
∀f ∈ C(A, B), ∀g ∈ C(C, D),
C→(f, g) = {(a, b) ∈

(
C(A, C),C(B, D)

)
: bf = ga}, i.e., le diagramme sui-

vant commute :
A

f //

a

��

B

b
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C
g // D.

(b) Pour un A ∈ ObC fixé, la catégory slice C/A :
ObC/A =

{
(X, f) ∈ ObC×MorC : but de f = A

}
et

C/A
(
(X, f), (Y, g)

)
= {a ∈ C(X,Y ) : f = ga}, i.e., le triangle suivant com-

mute :

X
a //
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Qu’est-ce que tu penses pourrait être la catégorie A \C ?
(c) La catégorie produit C×D avec Ob(C×D) = Ob(C)×Ob(D) et

Mor(C×D) = Mor(C)×Mor(D).
(d) La catégorie des foncteurs CD possède comme objets les foncteurs F :

D −→ C et comme morphismes les transformations naturelles entre les fonc-
teurs.

Exercice 3. (a) Trouver un foncteur C/A → C→.
(b) Trouver une catégorie D tel que CD = C×C.
(c) Trouver une catégorie D tel que CD = C→.



(d) Définir des foncteurs

C×D
p1 //

p2

��

C

D

et montrer que pour tout couple de foncteurs F : E → C et G : E → D,
il existe un unique foncteur U : E → C × D tel que le diagramme suivant
commute.
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p1 //

p2
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(e) Soit Cst : C → CD, c 7→ Cst(c) tel que Cst(c)(d) = c ∀d ∈ ObD et
Cst(c)(f) = idc ∀f ∈ MorD. Montrer que Cst est bien un foncteur.

(f) ? Soit R : D → SetDop

, d 7→ D(−, d), D une catégorie. Montrer que R est
bien un foncteur.

Exercice 4. Soient A, B des groupes abéliens.

(a) Demontrer que pour A fixé, A ⊗ − : Ab → Ab, B 7→ A ⊗ B est bien un
foncteur.

(b) Demontrer que pour A fixé, Hom(A,−) : Ab → Ab, B 7→ Hom(A, B) et
Hom(−, A) : Abop → Ab, B 7→ Hom(B, A) sont bien des foncteurs.

Exercice 5. Demontrer que le graphe dirigé suivant avec deux objets et trois mor-
phismes autres que les identités, n’est pas une catégorie.
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