
Homologie et Cohomologie Exercices 6

Exercice 1. (a) Expliquer pourquoi ∂∆ [3] et ∆ [2] /∂∆ [2] sont des modèles sim-
pliciaux de S2.

(b) Donner un modèle simplicial de S1 ∨ S1.

Exercice 2. Soit m, n ∈ N et f ∈ 4([m] , [n]). Démontrer que f peut être factorisé
uniquement comme composition

f = δi1 ...δisσj1 ...σjr

où 0 6 is < . . . < i1 6 n, 0 6 j1 < . . . < jr < m et m− r + s = n.

Exercice 3. Un ensemble simplicial K• est un complexe de Kan si ∀f ∈ sSet(Λk [n] , K•),
∃f̂ ∈ sSet(∆ [n] , K), tel que
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commute.

Explicitement, ça veut dire que ∀ {x0, ..., xk−1, xk+1, ..., xn} ⊂ Kn−1, tel que dixj =
dj−1xi ∀i < j, i, j 6= k, ∃y ∈ Kn, tel que diy = xi ∀i 6= k.

Démontrer que l’ensemble simplicial singulier S•(X) d’un espace topologique quel-
conque X est un complexe de Kan et que 4 [n] n’est pas un complexe de Kan.

Exercice 4. Démontrer que S•(X×Y ) ∼= S•(X)×S•(Y ) pour tout couple d’espaces
topologiques X et Y .

Exercice 5. Soient K• et L• des ensembles simpliciaux. L’ensemble gradué sousja-
cent à l’ensemble simplicial fonctionnel Map(K•, L•) vérifie

Map(K•, L•)n = sSet(K• ×∆ [n] , L•).

(a) Donner des formules explicites pour les faces et les dégénéréscences et expliquer
pourquoi les identités simpliciales sont vérifiées.

(b) Définir un morphisme de “composition”

Map(K•, L•)×Map(L•, M•) −→ Map(K•, M•)

qui étend

sSet(K•, L•)× sSet(L•, M•) −→ sSet(K•, M•).


