
Homologie et Cohomologie Exercices 7

Exercice 1. Démontrer que le nerf NC d’une catégorie C satisfait la condition
de Kan pour les cornes internes, i.e. pour Λk [n], où 0 < k < n.
Indication : commencer par n = 2.

Exercice 2. (a) Soit G• un groupe simplicial. Démontrer que G• est un complexe
de Kan.

(b) Soit K• un ensemble simplicial réduit. Soit Gn(K•) le groupe libre engendré
par les éléments de Kn+1 avec l’identification s0x = en pour x ∈ Kn, où
en est l’élément neutre de Gn(K•). Les faces et les dégénéréscences sont les
morphismes précisés par

– d0x = d0x
−1 · d1x,

– dix = di+1x, si i > 0, et
– six = si+1x, si i > 0,

où x désigne la classe de x ∈ Kn+1 dans Gn(K•).

Démontrer que G•(K•) verifie les indentités simpliciales.

Exercice 3. Soit K• un ensemble simplicial et soit (D∗(K•), d̂) le complexe des
chaînes qui, en degrée n, est le group abélien libre engendré par les n-simplexes
dégénérés.
Démontrer que H∗(D∗(K•), d̂) = 0.

Exercice 4. Rappel : Le n-simplexe topologique ∆n est defini comme suit :

∆n =
{
(t0, ..., tn) ∈ Rn+1 | ti > 0,

∑
ti = 1

}
.

Un complexe simplicial fini dans RN est un sous-espace qui est la réunion d’un
ensemble fini de n-simplexes topologiques qui vérifie les deux conditions suivantes.
– Les faces de tous les simplexes appartiennent également á l’ensemble.
– L’intersection de deux simplexes du complexe simplicial (si elle n’est pas vide) est

une face des deux simplexes.

Un complexe simplicial ordonné est un complexe simplicial satisfaisant les condi-
tions supplémentaires suivantes. Pour chacun des simplexes, un ordre total des som-
mets est choisi. De plus, les sommets d’une face sont munis avec l’ordre induit.
Autrement dit, dans un complexe simplicial ordonné, tous les n-simplexes peuvent
être écrit comme (v0, ..., vn), où v0, ..., vn sont les sommets.



Un complexe simplicial ordonné induit un complexe simplicial abstrait : Xn est
l’ensemble des simplexes de dimension n. Pour tout i entre 0 est n définissions une
application

di : Xn −→ Xn−1

(v0, ..., vn) 7→ (v0, ..., v̂i, ..., vn).

Soit X = (Xn, d). La réalisation géométrique |X| d’un complexe simplicial abstrait
X est défini comme suit.

|X| =
∐
n>0

Xn ×∆n/ ∼

où (dix, t) ∼ (x, δit) ∀x ∈ Xn+1, t ∈ ∆n.

On peut associer un ensemble simplical K• à un complexe simplicial abstrait X.
Notons cette association comme A : X ; K•. Les n-simplexes de K• sont les paires

(y, σ)

où σ : [n] 7→ [m] sont tous les applications surjectives avec source [n] et y les éle-
ments de Xm, m variable.

Les faces et les dégénéréscences sont définies comme suit.

di(y, id[n]) = (diy, id[n−1])

pour les n-simplexes nondégénérés de K• et

si(y, σ) = (y, σσ̃i)

pour un simplexe (y, σ) ∈ Kn quelconque et une dégénéréscence σ̃i : [n + 1] → [n].

Remarque : Les faces des simplexes dégénérés de K• sont plus compliquées à écrire.
Pour cet exercice, il suffit de connaître celles données.

(a) Définir les morphismes des complexes simplicials abstraits pour obtenir la ca-
tégorie CSpl des complexes simplicials abstraits.

(b) Démontrer que A est bien un foncteur.
(c) Démontrer que |X| ∼= |A(X)|.
(d) Donner des complexes simplicials qui modèle le cylindre, le ruban de Moebius,

le tore, la bouteille de Klein et le plan projectif.


