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Résumé. — Dans les années 1940-1970, Alexandrov et l’« École de Leningrad »
ont développé une théorie très riche des surfaces singulières. Il s’agit de surfaces
topologiques, munie d’une métrique intrinsèque pour laquelle on peut définir une

notion de courbure, qui est une mesure de Radon. Cette classe de surfaces a de

bonnes propriétés de convergence et elle est remarquablement stable par rapport
à diverses constructions géométriques (recollements etc.). Elle englobe les surfaces

polyédrales ainsi que les surfaces riemanniennes de classe C2 ; ces deux classes formant
des parties denses de l’espace des surfaces d’Alexandrov. Toute surface singulière

qu’on peut raisonnablement imaginer est une surface d’Alexandrov et de nombreuses

propriétés géométriques des surfaces lisses s’étendent et se généralisent aux surfaces
d’Alexandrov.

Le but de cet exposé est de donner une introduction non technique à la théorie

d’Alexandrov, de donner des exemples et quelques-uns des faits fondamentaux de
la théorie. Nous présenterons également un théorème de classification des surfaces

(compactes) d’Alexandrov.
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2 MARC TROYANOV

1. Introduction

L’objet que nous appelons « surface » n’est pas défini de façon univoque, et le choix
d’un outillage plutôt qu’un autre nous incite a concevoir une surface comme un objet
différentiable, polyédral, (semi)algébrique ou autre. Nous croyons définir un type
d’objets et finissons par en étudier un autre. Souvenons-nous du célèbre épisode du
mouchoir de Lebesgue. On raconte que, suite à un cours de Darboux où le mâıtre
démontrait que toute surface développable (i.e. localement isométrique au plan) dans
l’espace euclidien E3 est une surface réglée (c’est à dire que par chaque point de
cette surface il passe un segment de droite de E3 qui est contenu dans la surface), le
jeune Lebesgue posa sur la table un mouchoir froissé : ce mouchoir est une surface
développable ; elle n’est pas réglée. Darboux faisait de la géométrie différentielle,
Lebesgue observe que dans la nature les surfaces sont rarement lisses.

Pouvons-nous unifier, et non opposer, la géométrie différentielle lisse de Darboux
et la géométrie froissée de Lebesgue ? Y a-t-il une théorie non triviale qui englobe
toute les surfaces que nous pouvons raisonnablement concevoir ? Dans cet article,
je me propose d’esquisser à traits grossiers, la solution que A.D. Alexandrov et ses
élèves ont donnée à ce problème dans leur travaux sur les surfaces durant les années
1940-1970.

Avant d’aller plus loin, voyons un premier problème qui semble facile à formuler.
Nous appellerons surface lisse une variété riemannienne (S, g) de dimension 2, et nous
appellerons surface polyédrale un espace métrique qui est localement isométrique à
un polyèdre (convexe ou non) de dimension 2. Nous pouvons alors poser le
Problème 1.

(a) Toute surface lisse est-elle limite d’une suite de surfaces polyédrales ?
(b) Toute surface polyédrale est-elle limite d’une suite de surfaces lisses ?
(c) Quelles sont les invariants géométriques qui passent à la limite pour ces conver-

gences ?

Le lecteur aura remarqué que la question n’est pas bien formulée : de quel type de
convergence parle-t-on ? mais laissons cette question pour l’instant.
Le problème 1c) est d’une importance fondamentale, si nous voulons pouvoir passer
d’un type de surface à un autre : du monde lisse au monde polyédral. Il faut com-
prendre quels invariants géométriques restent stables. Or ce problème est difficile et
les premières observations donnent des réponses plutôt décourageantes.
◦ Le premier exemple est le lampion de H. A. Schwarz [16]. Il s’agit d’un exemple

bien connu d’une suite de polyèdres (non convexes) Pi qui converge vers un cylindre
dans l’espace euclidien. L’aire A de ce cylindre est finie mais l’aire de Pi tend vers
+∞ avec i (plus généralement on peut ajuster les paramètres des polyèdres pour
obtenir une suite {Pi} dont l’aire tend vers un nombre choisi arbitrairement dans
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LES SURFACES À COURBURE INTÉGRALE BORNÉE AU SENS D’ALEXANDROV 3

l’intervalle [A,+∞], voir [14, p. 117]). Ce phénomène et d’autres reliés est étudié
dans l’article [15].
◦ Un second exemple de non convergence est le groupe des isométries : une surface

limite peut à priori avoir de nombreuses symétries lors même que les surfaces ap-
prochantes en sont dépourvues. Pour s’en rendre compte, on peut admirer la Géode
de la Cité des Sciences à Paris. Cette belle construction est une approximation
très convaincante d’une sphère par une surface polyédrale (triangulée). La plupart
des sommets de ce polyèdre sont de valence six : il s’y rencontre 6 triangles. Mais
la géode présente ici et là quelques « défauts » qui sont des sommets de valence
5. Ces défauts ont pour conséquences que la géode possède en réalité très peu de
symétries alors qu’elle approxime la très symétrique sphère. Et il ne s’agit bien
sûr pas d’une maladresse des ingénieurs qui ont conçu la géode, mais bien d’un
problème intrinsèque à la géométrie (et en fait la topologie) de la sphère.

Exercice : Décrire toutes les triangulations d’une sphère dont chaque sommet est de
même valence.
Ces exemples suffiront à nous convaincre que l’étude des convergences de surfaces
nous confronte à d’intéressantes questions géométriques et qu’il peut-être utile de
formaliser un peu mieux les questions du problème 1.

Problème 1’. Fixons une surface topologique S, on souhaite définir un espace
M(S) contenant toutes les métriques « raisonnables » sur S et munir cet espace d’une
topologie pour laquelle les métriques polyédrales sur S et les métriques riemanniennes
sur S forment des parties denses.
On veut aussi décrire les invariants géométrique qui définissent des fonctions continues
sur M(S).

Les surfaces à courbure intégrale bornée au sens d’Alexandrov fournissent une réponse
adéquate à ce problème.

De nombreux résultats de la théorie des surfaces à courbure intégrale bornée au sens
d’Alexandrov ont été publiés en russe et n’ont jamais été traduits. Les références les
plus utiles en anglais sont les livres(1) [2, 27]. Des travaux plus récents sur le sujets sont
[4, 5, 7, 29]. Je pense que le sujet devrait retrouver une nouvelle jeunesse notamment
en raison des développements intenses de la géométrie différentielle discrète, voir par
exemple les livres [6, 13].

(1)Notons que le livre [2] d’Alexandrov et Zalgaller est disponible en ligne sur le site de l’American

Mathematical Society. Je recommande la lecture de l’introduction et du chapitre 1.
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4 MARC TROYANOV

2. Définition des surfaces d’Alexandrov

Fixons une surface topologique S que nous supposons pour simplifier compacte, sans
bord et orientée(2).

Définition Une métrique à courbure intégrale bornée au sens d’Alexandrov sur S est
la donnée d’une fonction continue

d : S × S → R

telle que

(i) d est une distance et cette distance définit la topologie de variété sur S ;
(ii) l’espace métrique (S, d) est convexe au sens de Menger, c’est à dire qu’entre deux

points x, y ∈ S il existe toujours un point milieu z tel que d(x, z) = d(z, y) =
1
2d(x, y) ;

(iii) la distance d sur S est limite uniforme de distances associées à une suite de
métriques riemanniennes sur S pour laquelle l’intégrale de la valeur absolue de
la courbure est uniformément bornée.

Il est bien connu que la condition (2) est équivalente à demander que la métrique
d est géodésique, i.e. que toute paire de points x, y ∈ S peut être reliée par une
courbe de longueur d(x, y) (voir [22, théorème 2.6.2]). La troisième condition justifie
l’appellation « courbure intégrale bornée ». Pour préciser ce qu’elle signifie, nous
avons besoin de quelques rappels et préliminaires.

Notons Met(S) l’ensemble des métriques vérifiant les conditions (i) et (ii). La distance
uniforme entre deux éléments d1, d2 ∈ Met(S) est définie par

D(d1, d2) = sup{|d1(x, y)− d2(x, y)| : x, y ∈ S}. (1)

On dit que la métrique d ∈ Met(S) est riemannienne si sont données une structure
différentiable sur S et une métrique riemannienne g ∈ Γ(S2T ∗(S)) telles que

d(x, y) = inf
∫ 1

0

√
g(γ̇(t), γ̇(t))dt,

où l’infimum est pris sur l’ensemble de tous les chemins différentiables γ : [0, 1] → S

tels que γ(0) = x et γ(1) = y.

Rappelons maintenant ce que sont l’aire et la courbure de g. Sur tout ouvert simple-
ment connexe U de S, on peut construire deux formes différentielles θ1, θ2 ∈ Ω1(U)
telles que θ1 ∧ θ2 est d’orientation positive et

g = (θ1)2 + (θ2)2 = θ1 ⊗ θ1 + θ2 ⊗ θ2.

(2)Rappelons qu’une surface est orientable si elle ne contient aucun ouvert homéomorphe au ruban

de Möbius.
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LES SURFACES À COURBURE INTÉGRALE BORNÉE AU SENS D’ALEXANDROV 5

Une paire de 1-formes θ1, θ2 vérifiant l’équation ci-dessus s’appelle un corepère mobile.

L’étoile de Hodge, est l’endomorphisme ∗ : Ωk(S) → Ω2−k(S) (k = 0, 1, 2) vérifiant
les conditions

∗(1) = θ1 ∧ θ2, ∗(θ1 ∧ θ2) = 1, ∗θ1 = θ2, ∗θ2 = −θ1

pour tout corepère orthonormé θ1, θ2 d’orientation positive. La forme de connexion
associée au corepère θ1, θ2 est la 1-forme ω ∈ Ω1(U) définie par

ω = −(∗dθ1)θ1 − (∗dθ2)θ2, (2)

c’est l’unique 1-forme sur U vérifiant les équations de structure d’Elie Cartan :{
dθ1 = −ω ∧ θ2

dθ2 = ω ∧ θ1.

Un petit calcul nous donne le résultat suivant :

Lemme 2.1. — Les formes différentielles dAg = θ1 ∧ θ2 et dω ne dépendent pas du
choix du repère mobile θ1, θ2 ∈ Ω1(U), elles sont donc globalement définies.

On a construit deux formes différentielles de degré 2 sur S. Bien qu’elles ne soient pas
exactes, nous les notons dω et

dAg = θ1 ∧ θ2,

nous y pensons comme deux mesures sur S (on peut d’ailleurs montrer que dAg est
la mesure de Hausdorff de (S, d) en dimension 2).

Définition Nous appellerons dAg la mesure d’aire sur (S, g) et dω la mesure de
courbure. La fonction K : S → R définie par K = ∗dω (i.e. dω = KdAg) est la
courbure Gaussienne de g (la courbure Gaussienne est donc la dérivée de Radon
Nikodym de dω par rapport à dAg). Remarquons que la mesure de courbure dω est
invariante par homothétie, et rappelons qu’un résultat fondamental de la géométrie
des surfaces, la formule de Gauss-Bonnet, dit que l’intégrale de la courbure d’une
surface close (S, g) est égale à sa caractéristique d’Euler χ(S) :∫

S

dω = 2πχ(S).

Nous définissons aussi les mesures

dω+ = K+dAg, dω− = K−dAg et d|ω| = |K|dAg,

où K+ = max{K, 0} et K− = max{−K, 0}. Observons que

dω = dω+ − dω−, d|ω| = dω+ + dω−.
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6 MARC TROYANOV

Avec ces rappels, nous pouvons terminer la définition des métriques à courbure in-
tégrale bornée. La condition (iii) signifie qu’il existe une suite de métriques rieman-
niennes {gj} sur S telle que

D(dgj
, d)→ 0 et sup

j∈N

∫
S

dω+
gj
<∞.

La formule de Gauss-Bonnet entrâıne que
∫
S
d|ωj | est aussi bornée et le théorème

de Banach-Alaoglu nous dit alors qu’il existe une mesure de Radon dω sur S et une
sous-suite {gj′} de {gj} telle que

dωgj′ → dω

faiblement(3).

Théorème 2.2. — La mesure de Radon dω = limj′ dωgj′ est bien définie sur la
surface métrique (S, d), elle ne dépend pas de la suite {gj} choisie.

Ce résultat est un cas particulier du théorème 6.1 ci-dessous. Il n’est pas banal
puisqu’à priori la courbure dépend des dérivées jusqu’à l’ordre 2 du tenseur métrique
et que la convergence considérée est une convergence uniforme.

Définition La mesure limite dω s’appelle la mesure de courbure de la surface
d’Alexandrov (S, d).

Observons que la formule de Gauss-Bonnet est vérifiée pour toute surface d’Alexan-
drov à cause de la continuité des intégrales pour la convergence faible des mesures.
Le corollaire 7.5 ci-dessous nous dit qu’il n’y a pas d’autre condition : toute mesure
de Radon sur une surface close compatible avec la formule de Gauss-Bonnet est une
mesure de courbure pour une métrique d’Alexandrov sur S.

Remarque Ce qui est impliqué par ce théorème est que l’on peut construire la mesure
dω directement à partir de la métrique d sur la surface S (sans passer par des approxi-
mations riemanniennes). L’idée de la construction est de trianguler la surface par des
triangles géodésiques et de compter dans chaque triangle l’excès angulaire(4), puis de
faire tendre la maille de la triangulation vers 0. La construction rappelle celle de Cara-
théodory pour produire une mesure à partir d’une mesure extérieure, voir [2, chap. 5].

(3)Dire que dωgj′ → dω faiblement signifie que
R

S fdωgj′ →
R

S fdω pour toute fonction continue

f ∈ C(S). Cette condition entrâıne que ωgj′ (E)→ ω(E) pour tout ensemble mesurable E ⊂ S dont

la frontière Fr(E) vérifie ω(Fr(E)) = 0, voir [11, p. 134].
(4)de façon näıve, l’excès angulaire d’un triangle est égale à (somme des angles - π) ; mais la notion

d’angle n’est pas vraiment bien définie et Alexandrov la remplace part une notion d’angle supérieur

(upperangle).
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La définition des surfaces à courbure intégrale bornée au sens d’Alexandrov que nous
avons donnée n’est pas la définition donnée par Alexandrov dans [2], et c’est donc
un théorème. La manière dont Alexandrov définit les surfaces à courbure intégrale
bornée est synthétique, i.e. purement métrique. Il demande que l’excès angulaire total
de toute famille de triangles simples dans S dont les intérieurs sont deux à deux
disjoints soit borné uniformément. Cette définition est expliquée en détails aux pages
4–6 de [2], voir aussi [27, 71-74].

3. Surfaces d’Alexandrov obtenues par recollement

Il nous faut des exemples. Considérons une famille finie {T1, T2, . . . , Tm} de triangles
Riemanniens, c’est à dire de variétés homéomorphes à un disques, munies de métriques
riemanniennes dont le bord est de classe C2 par morceaux avec trois points anguleux.
Recollons ces triangles selon une triangulation prescrite de notre surface S en recollant
les paires de côtés par des isométries. On obtient un espace métrique (de longueur)
homéomorphe à S qui est une surface d’Alexandrov dont la mesure de courbure est
donnée par

dω = dω0 + dω1 + dω2,

où dω2 est absolument continue par rapport à la mesure d’aire et

dω2 = KdA

à l’intérieur de chaque triangle. La mesure dω0 est une mesure discrète supportée par
les sommets de la triangulation, telle que pour chaque sommet p, on a

ω0({p}) = 2π − (la somme des angles des triangles Ti incidents au sommet p).

Finalement la mesure dω1 est supportée par les arêtes de la triangulation, et sur
chaque arête a = Ti ∩ Tj , on a

dω1 = (k+ − k−)ds

où k+ et k− sont les courbures géodésiques de a vues dans chacun des deux triangles
adjacents à a orientés de fa̧on cohérente avec un choix d’orientation de l’arête.

Une surface polyédrale est une surface obtenue par recollement de triangles euclidiens
(au sens classique, i.e. dont le bord est formé de trois segments de droites). La mesure
de courbure est alors concentrée aux sommets de la triangulation et au voisinage de
chaque sommet, la surface est localement isométrique à un cône euclidien. Pour cette
raison une surface polyédrale s’appelle aussi une surface euclidienne à singularités
coniques. Inversément, toute surface d’Alexandrov dont la mesure de courbure est
discrète est une surface polyédrale.

Voyons quelques exemples. Considérons la surface d’un cube (que nous pouvons tri-
anguler si nous le désirons). Les faces sont plates et donc dω2 = 0, les arêtes sont
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8 MARC TROYANOV

géodésiques vues de chaque face incidentes et donc dω1 = 0. Les huit sommets sont
incidents chacun à 3 angles de π

2 , nous avons donc

ω(p) = π − 3
π

2
=
π

2
,

en chacun des huit sommets. On vérifie directement la formule de Gauss-Bonnet :∫
S

dω =
∫
S

dω0 = 8× π

2
= 4π = 2πχ(S2).

Comme second exemple, considérons une bôıte de conserve. C’est un cylindre euclidien
de rayon r et de hauteur h complété par son fond et son couvercle qui sont deux
disques euclidienD1, D2 de rayon r. On peut trianguler topologiquement les différentes
pièces de cette bôıte de conserve si on le désire. Le cylindre et les deux disques sont
des surfaces plates, donc la courbure se concentre sur les deux cercles bordant les
deux disques. Ces cercles sont géodésiques comme courbes dans le cylindre, et comme
courbes dans les disques Di ils sont de courbure géodésique constante k = 1

r . On a
donc dω0 = dω2 = 0 et

dω1 =
1
r
ds|∂D1

+
1
r
ds|∂D2

.

On vérifie à nouveau la formule de Gauss-Bonnet :∫
S

dω =
∫
S

dω1 =
1
r

Long(∂D1) +
1
r

Long(∂D2) =
1
r

(2πr + 2πr) = 4π.

4. Structure conforme et uniformisation des surfaces lisses

Dans ce paragraphe, nous considérons des métriques riemanniennes lisses. Rappelons
qu’une métrique g̃ sur la surface différentiable S est une déformation conforme de g
s’il existe une fonction u : S → R telle que g̃ = e2ug. Si u est une constante, on dit
que la métrique g̃ est homothétique à g.
Un sytème de coordonnées (x, y) sur un ouvert U ⊂ S est dit conforme pour la
métrique g s’il existe une fonction ρ : U → R telle que

g = ρ(x, y)(dx2 + dy2).

Ces coordonnées s’appellent aussi des coordonnées isothermes.

Définition. Le laplacien de u par rapport à la métrique g est défini par

∆gu = − ∗ d ∗ du,

c’est à dire ∆gudA = −d ∗ du. Le laplacien est un opérateur elliptique, il s’écrit en
coordonnées

∆gu = − 1√
det(gij)

2∑
µ,ν=1

∂

∂xµ

(
gµν
√

det(gij) ·
∂u

∂xν

)
.
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Dans le cas des coordonnées conformes, si g = ρ(x, y)(dx2 + dy2), alors

∆gu = − 1
ρ(x, y)

(
∂2u

∂x2
+
∂2u

∂y2

)
.

Proposition 4.1. — Toute surface riemannienne lisse admet des coordonnées
conformes au voisinage de chacun de ses point.

Preuve. Soit U ⊂ S un ouvert dans lequel est défini un corepère mobile θ1, θ2 ∈ Ω1(U)
tel que g = (θ1)2 + (θ1)2. Alors θ̃1 = euθ1, θ̃2 = euθ2 est un repère mobile pour la
métrique g̃ = e2ug, et un examen des équations de structures montre facilement que
les formes de connexions ω et ω̃ sont reliées par l’équation

ω̃ = ω − ∗du.

Par conséquent
dω̃ = dω − d ∗ du. (3)

Les mesures d’aires des métriques g et g̃ sont données par dA = θ1 ∧ θ2 et dÃ =
θ̃1 ∧ θ̃2 = e2udA. L’équation (3) peut donc s’écrire

K̃e2u = K + ∆gu. (4)

Choisissons une fonction u : U → R telle que ∆gu = −K, alors g̃ = e2ug est une
métrique plate (i.e. de courbure nulle) sur U et on peut donc trouver au voisinage de
chaque point de U des coordonnées euclidiennes telles que g̃ = dx2 + dy2. Dans ce
voisinage on a donc

g = e−2u(dx2 + dy2).

Remarques 1) Ce théorème s’appelle classiquement le « théorème d’existence de
coordonnées isothermes ». Il a une histoire intéressante, il remonte à Gauss dans le
cas où la métrique g est analytique. En 1914-16, Korn et Lichtenchtein [19, 20] dé-
montrent ce résultats en supposant que g est seulement Hölder continue, et Chern [8]
a simplifié leur preuve en 1955. Les travaux d’Ahlfors et Bers ont permis d’étendre ce
résultat au cas des surfaces dont la métrique est seulement mesurable, sous certaines
conditions.

2) L’équation (4) joue un rôle fondamental en géométrie des surfaces. Remarquons
qu’en intégrant cette équation, on trouve∫

S

K̃dÃ =
∫
S

K̃e2udA =
∫
S

KdA+
∫
S

∆gudA,

or
∫
S

∆gudA = −
∫
S
d ∗ du = 0 par la formule de Stokes, donc∫

S

K̃dÃ =
∫
S

KdA.

Cette identité est compatible avec la formule de Gauss-Bonnet.
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10 MARC TROYANOV

Corollaire 4.2. — Toute métrique riemannienne g sur une surface différentiable
orientée définit une structure complexe.

Preuve. On peut construire un atlas orienté sur (S, g) dont tous les sytèmes de coor-
données sont conformes. Les changements de coordonnées vérifient alors les conditions
de Cauchy-Riemann et sont donc holomorphes.

On peut aussi aussi observer que l’étoile de Hodge définit par dualité une structure presque

complexe J : TS → TS, or en dimension réelle 2, toute structure presque complexe est

intégrable. Cet argument prouve à la fois la proposition et le corollaire.

Nous pouvons maintenant citer le théorème d’Uniformisation de Poincaré-Koebe.

Théorème 4.3. — Toute métrique riemannienne g sur une surface compacte est une
déformation conforme d’une métrique h à courbure constante.

Une esquisse de preuve. Soit (S, g) une surface riemannienne compacte et sans
bord. Supposons d’abord que χ(S) = 0, alors

∫
S
KdA = 0. On sait alors qu’il existe

une solution u ∈ C∞(S) de l’équation

∆gu = −K. (5)

L’équation (4), entrâıne que h = e2ug est une métrique de courbure identiquement
nulle.
Dans le cas où χ(S) < 0, le raisonnement est semblable. On résoud l’équation non
linéaire

∆gu− K̃e2u = 1. (6)

La métrique h = e2ug est alors une métrique de courbure constante −1 ; l’équation
(6) peut se résoudre par une méthode variationnelle, c’est ce qui a été fait en 1969 par
Melvyn Berger [3, 1]. On peut aussi résoudre cette équation par des méthodes de flot
de Ricci. Dans le cas où χ(S) > 0, l’argument ne marche pas pour des raisons tech-
niques assez subtiles. On peut contourner la difficulté en introduisant une singularité,
voir [32, p. 624].

Dans la suite de cet article, nous normaliserons les métriques à courbure constante en
demandant que K = −1 si χ(S) < 0 et K = +1 si χ(S) > 0. Si χ(S) = 0 alors K = 0
et on normalise la métrique en demandant que (S, h) soit d’aire = 1.

5. Fonction de Green et potentiel

L’inverse du laplacien est donné par la fonction de Green (voir [1, 9]) :
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Théorème 5.1. — Soit (S, h) une surface riemannienne lisse, compacte et sans bord.
Alors il existe une unique fonction G : S × S → R ∪ {+∞} vérifiant les conditions
suivantes :

(a) G est C∞ sur S × S \ {(x, x)
∣∣x ∈ S} ;

(b) G(x, y) = G(y, x) ;
(c) |G(x, y)| ≤ C · (1 + | log d(x, y)|) ;

(d)
∫
S

G(x, y)dAh(y) = 0 ;

(e) Pour toute fonction u ∈ C2(S), on a

u(x) =
∫
S

G(x, y)∆u(y)dAh(y) +
1

Aire(S)

∫
S

u(y)dAh(y).

Proposition 5.2. — Soit µ une mesure de Radon d’intégrale nulle sur S, alors la
fonction

u(x) =
∫
S

G(x, y)dµ(y) (7)

vérifie l’équation ∆u = µ au sens faible.

Preuve Soit ϕ une fonction test, i.e. ϕ ∈ C∞(M), et notons ϕ = 1
Aire(S)

∫
S
ϕ(y)dAh(y).

Alors on a ∫
S

ϕ(x) ·∆u(x) dA(x) =
∫
S

∆ϕ(x) · u(x) dA(x)

=
∫
S

∫
S

∆ϕ(x)G(x, y) dµ(y)dA(x)

=
∫
S

∫
S

G(x, y)∆ϕ(x) dA(x)dµ(y)

=
∫
S

(ϕ(y)− ϕ) dµ(y)

=
∫
S

ϕ(y)dµ(y).

Définition On dit que la fonction u définie par l’équation (7) est le potentiel de la
mesure dµ relativement à la métrique h.

Nous pouvons dire un certain nombre de choses d’une fonction u qui est potentiel
d’une mesure. Tout d’abord u est d’intégrale nulle, et u est différence de deux fonctions
sous-harmoniques. La régularité de u peut se décrire par

u ∈
⋂
p<2

W 1,p(S),

(voir [30, théorème 9.1]), de plus on a

sup
0<ε≤1

√
ε‖∇u‖L2−ε(S) ≤ C(h, |µ|(S))
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(voir [18, théorème 2]). La fonction u est en outre approximatevement différentiable
presque partout et on a

‖ap∇u‖∗L2,∞(S) ≤ C(h, |µ|(S))

où L2,∞(S) est un espace de Lorentz (voir [10, théorème 2]).

Dans la suite, on notera V (S, h) l’ensemble des fonctions u sur S telles que µ = ∆hu

est une mesure. Pour toute fonction u ∈ V (S, h) et tous x, y ∈ S, on note

dh,u(x, y) = inf
{∫ 1

0

eu(α(t))|α̇(t)|hdt
∣∣α ∈ C(x, y)

}
(8)

où C(x, y) est l’ensemble des chemins α : [0, 1]→ S, de classe C1 tels que α(0) = x et
α(1) = y. Il est clair que dh,u est une pseudo-métrique, i.e. que dh,u est symétrique et
vérifie l’inégalité du triangle, de plus 0 ≤ dh,u(x, y) ≤ ∞ pour tous x, y ∈ S.

Proposition 5.3. — La pseudo-métrique dh,u est séparante, i.e. dh,u(x, y) > 0 si
x 6= y. De plus dh,u(x, y) <∞ pour toute paire de points x, y ∈ S telle que µ({x}) < 2π
et µ({y}) < 2π où µ est la mesure ∆hu.

Ce résultat a été observé par Youri Reshetnyak. Il se déduit facilement des lemmes
4.1 et 4.2 de [33]. Un point x tel que ∆h({x}) = 2π s’appelle un cusp. Il peut se
situer à distance finie ou infinie.

Résumons ce que nous disent les considérations précédentes : si (S, h) est une surface
riemannienne compacte et µ est une mesure de Radon sur S d’intégrale nulle et telle
que µ({x}) < 2π pour tout x ∈ S, et u est le potentiel de µ, alors g = e2uh est
une métrique riemannienne singulière sur S pour laquelle la pseudo-distance associée
(définie par (8)) est une vraie distance.
On verra bientôt que (S, dh,u) est une surface à courbure intégrale bornée au sens
d’Alexandrov.

6. Théorèmes de convergence

Un résultat fondamental dit que la mesure de courbure d’une surface à courbure
intégrale bornée au sens d’Alexandrov dépend continûment de la métrique, c’est le
théorème 6 page 240 de [2, chap. 7].

Théorème 6.1. — Soit (S, d) une surface à courbure intégrale bornée au sens
d’Alexandrov compacte et {dj} une suite de métrique à courbure intégrale bornée
convergeant vers d dans la topologie uniforme. Alors la mesure de courbure de (S, d)
est limite faible des mesures de courbure de {(S, dj)}, i.e.

D(dj , d)→ 0 =⇒
∫
S

f(x)dωj(x)→
∫
S

f(x)dω(x)
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pour toute fonction continue f sur S, où dωj est la mesure de courbure de (S, dj) et
dω est la mesure de courbure de (S, d).

En 1960, Youri Reshetnyak démontre à l’inverse que la métrique dépend continûment
de la mesure de courbure, à condition qu’il n’y ait aucun cusp et que la structure
conforme soit fixée, c’est le Théorème III de [24] :

Théorème 6.2. — Soit (S, h) une surface riemannienne lisse et {dµ+
n }, {dµ−n } deux

suites de mesures de Radon sur S convergeant faiblement vers les mesures dµ+ =
limn→∞ dµ+

n et dµ− = limn→∞ dµ−n . Supposons que µ+({p}) < 2π pour tout point
p ∈ S. Notons un le potentiel de dµn = dµ+

n +dµ−n et u le potentiel de dµ = dµ++dµ−,
alors

dh,un
→ dh,u

dans la topologie uniforme.

Corollaire 6.3. — Soit (S, h) une surface riemannienne compacte lisse et µ une
mesure de Radon sur S d’intégrale nulle et telle que µ({x}) < 2π pour tout x ∈ S.
Soit u le potentiel de µ, alors la métrique dh,u définie par (8) est une métrique à
courbure intégrale bornée au sens d’Alexandrov. La mesure de courbure de (S, dh,u)
est donnée par

dω = KhdAh + dµ. (9)

Preuve Donnons-nous une suite de mesures lisses dµj = ϕjdAh qui converge faible-
ment vers dµ. Soit uj le potentiel de dµj , alors gj = e2ujh est une métrique lisse et
la distance associée dj converge vers dh,u pour la topologie uniforme par le théorème
6.2. Donc (S, dh,u) est une surface à courbure intégrale bornée au sens d’Alexandrov
par définition. L’identité (9) se déduit alors de (4) par passage à la limite.

Le résultat suivant dit que la structure conforme est déterminée par la métrique dh,u.

Théorème 6.4. — Soient (S, h) et (S′, h′) deux surfaces riemanniennes compactes
lisses et u ∈ V (S, h), u′ ∈ V (S′, h′). Notons dh,u, respectivement dh′,u′ , les métriques
d’Alexandrov associées à euh et eu

′
h′.

Si f : (S, dh,u) → (S′, dh′,u′) est une isométrie, alors f est une transformation
conforme de (S, h) vers (S′, h′).

La preuve peut se déduire d’un théorème de Menchoff (1937) en théorie des applica-
tions quasi-conformes qui dit que tout homéomorphisme 1-quasi-conforme entre deux
surfaces est une application conforme (voir [21, 12]).
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7. Structure conforme et uniformisation des surfaces d’Alexandrov

Reshetnyak [25] (voir aussi [17]) a démontré à partir du théorème 6.2 que toute
métrique d’Alexandrov sur une surface S détermine une structure conforme.

Théorème 7.1. — Soit (S, d) une surface à courbure intégrale bornée au sens
d’Alexandrov compacte sans cusp. Alors il existe une métrique riemannienne h et
une fonction u ∈ V (S, h) telle que

d = dh,u.

Corollaire 7.2. — Toute métrique à courbure intégrale bornée d au sens d’Alexan-
drov sans cusp sur une surface compacte S orientée définit une structure complexe
sur cette surface.

Preuve. Le théorème précédent nous dit que d = dh,u où h est une métrique rie-
mannienne et u ∈ V (S, h). Le corollaire 4.2 permet de définir une structure complexe
sur (S, h) et le théorème 6.4 entrâıne que cette structure complexe est uniquement
déterminée.

Voyons quelques exemples de surfaces à courbure intégrale bornée en représentation
conforme :

1. Soit V un cône euclidien d’angle θ, alors V est isométrique à C muni de la
métrique

ds2 = |z|2β |dz|2 ,

où β = (
θ

2π
− 1) (cf. [31, prop.1]). Cette métrique est donc de classe Lp pour

1 < p < −1/β si β < 0 (i.e. si θ < 2π) et de classe L∞ si β > 0. Sa courbure est
la mesure

dω = −2πβ · δ0 ,
où δ0 est la mesure de Dirac en 0.

2. Considérons la surface S obtenue en recollant une demi-sphère de rayon 1 à un
demi-cylindre de rayon 1 le long de leur bord par une isométrie. Alors S est
isométrique à (C, ds2) où ds2 = ρ(z)|dz|2 avec

ρ(z) =


4

(1+|z|2)2 , si |z| ≤ 1 ;
1
|z|2

, si |z| ≥ 1 .

On voit donc que cette surface est de classe C1,1. Sa mesure de courbure est
absolument continue : dω = KdA avec

K(z) =

{
1 si |z| < 1 ;

0 si |z| > 1 .
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3. Soit S la surface obtenue en recollant deux disques euclidiens de rayons 1 par
isométrie le long de leur bord. Alors S est topologiquement une sphère munie
d’une métrique plate sur le complémentaire d’un cercle Σ formé de points singu-
liers. On montre facilement que S est isométrique à C∪{∞} muni de la métrique
ρ(z)|dz|2 où

ρ(z) =

{
1 si |z| ≤ 1 ;

|z|−4 si |z| ≥ 1 .

Cette métrique est donc de classe C0,1 (Lipschitz). Sa mesure de courbure est
donnée par

dω = 2 · ds|Σ,
où ds|Σ est la mesure donnée par la longueur riemannienne le long de Σ.

4. Soit P la pseudo-sphère de Beltrami (à laquelle on ajoute son point à l’infini).
Alors P est isométrique au disque D = {z : |z| < 1} muni de la métrique

ds2 =
|dz|2

(|z| log(z))2
.

Cette métrique est de classe L1, l’origine est un cusp à distance infinie et la
mesure de courbure est

dω = −dA+ 2π · δ0.

Dans ces exemples, la mesure de courbure se calcule en considérant une suite de métriques

lisses {gi} approximant convenablement la métrique singulière ds2. On peut en effet vérifier

dans chaque exemple que KjdAj converge faiblement vers dω. Il est facile de vérifier la

formule de Gauss-Bonnet dans chacun de ces exemples.

Résumons : Une métrique d’Alexandrov sans cusp sur une surface compacte S déter-
mine les données suivantes

(i) Une structure conforme sur S ;
(ii) La mesure de courbure dω.

Inversement :

Théorème 7.3. — Pour toute structure conforme sur S et toute mesure de Radon
dω telle que

∫
S
dω = 2πχ(S) et ω({x}) < 2π pour tout x, il existe une métrique

d’Alexandrov sur S associée à cette structure conforme et dont la mesure de courbure
est égale à dω. Cette métrique d’Alexandrov est unique à une homothétie près.

Preuve Donnons-nous une structure conforme sur S, que nous représentons par une
métrique riemannienne h à courbure constante. Soit dµ = dω−KhdAh et u ∈ V (S, h)
le potentiel de dµ. Alors la métrique dh,u a les propriétés voulues.
Pour prouver l’unicité, on considère une autre métrique d’Alexandrov d′ sur S. Par
le théorème de Reshetnyak 7.1, on sait qu’il existe une métrique riemannienne h′ sur
S et une fonction u′ ∈ V (S′, h′) telles que d′ = dh′,u′ . Le théorème 6.4 entrâıne que h
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et h′ sont conformément équivalente, i.e. il existe une fonction v ∈ C∞(S) telle que
h′ = e2vh. Quitte à remplacer u′ par u′ + v, on peut donc supposer que h = h′. On a
donc d′ = dh,u′ dont la mesure de courbure est dω, par conséquent

∆hu
′ = dω −KhdAh = ∆hu.

Ainsi ∆h(u′ − u) = 0 et (u′ − u) est donc constante.

Ce résultat peut-être vu comme un théorème de classification des surfaces d’Alexan-
drov. L’espace des métriques d’Alexandrov sur la surface compacte orientée S est
isomorphe au produit direct de l’espace des structures complexes sur S fois l’espace
des mesures de Radon d’intégrale égale à 2πχ(S) fois R (ce dernier terme contrôlant le
facteur d’homothétie). Notons que l’espace des mesures de Radon sur S est lui-même
un espace métrisable localement complet (cf. par exemple [11]) et que l’espace des
structures complexes est bien compris, notamment via le point de vue de la théorie
de Teichmüller.

Voyons quelques conséquences de ce théorème. La première conséquence est le résultat
suivant sur les surfaces euclidiennes à singularités coniques (voir [31]).

Corollaire 7.4. — Soit S une surface close, x1, x2, · · · , xn des points de S et
θ1, θ2, · · · θn > 0. Supposons que

∑
i(2π − θi) = 2πχ(S), alors pour toute structure

conforme sur S, il existe une métrique polyédrale conforme sur S ayant en xi une
singularité conique d’angle θi (i = 1, · · · , n). Cette métrique est unique à homothétie
près.

Preuve Il suffit d’appliquer le théorème précédent à la mesure discrète

dω =
∑
i

(2π − θi)δxi .

Corollaire 7.5. — Toute mesure de Radon dω sur S telle que
∫
S
dω = 2πχ(S) et

ω({x}) < 2π pour tout x est la mesure de courbure d’une métrique d’Alexandrov.

Corollaire 7.6. — Toute surface d’Alexandrov est limite d’une suite de surfaces po-
lyédrales.

Preuve Il suffit d’approximer la mesure de courbure de la surface d’Alexandrov don-
née par une suite de mesures discrètes.

Rappelons que selon notre définition, toute surface d’Alexandrov est trivialement
limite d’une suite de surfaces riemaniennes.
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[9] de Rham, G. Variétés différentiables. Formes, courants, formes harmoniques. 3eéd. revue
et augmentée. Hermann, Paris (1973)

[10] Dolzmann g. Hungerbühler N. Müller S. Nonlinear elliptic systems with measure-valued
right hand side. [J] Math. Z. 226, No.4, 545-574 (1997).

[11] Doob J.L. Measure Theory Graduate Texts in Mathematics, 143. Springer-Verlag, New
York, 1994

[12] Gehring, F.W. The definitions and exceptional sets for quasiconformal mappings. [J]
Ann. Acad. Sci. Fenn., Ser. A I 281, 28 p. (1960).

[13] Gu, X-D. , Yau, S-T Computational conformal geometry. Advanced Lectures in Mathe-
matics (ALM), 3. International Press, Somerville, MA ; Higher Education Press, Beijing,
2008.

[14] Guggenheimer H.W Applicable Geometry : Global and Local Convexity. Krieger, Hun-
tington, NY. (1977)

[15] Hildebrandt, K., Polthier, K., Wardetzky M., On the convergence of metric and geo-
metric properties of polyhedral surfaces, Geometriae Dedicata , vol. 123, No. 1, 89-112
(2006).
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