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Algebre linéaire, corrigé du travail écrit 1

Jonathan Scott
23 janvier 2006

Voir le corrigé de ’exercice 4 de la série 6.

D’abord on montre que T est linéaire. Si f,g € F(X,U), alors T;(f+g) = (f+9)(j) = f(5)+g9(j) =
T;(f) + Tj(g) donc T} est additive. Si a € F et f € F(X,U), alors Tj(af) = (af)(§) = a(f(j)) =
aT;(f) et T; est homogene donc linéaire.

On remarque que f € kerTj si et seulement si f(j) = 0. Pour trouver une base de kerT}, on fixe
d’abord une base (u1,...,uy) de U. Pour 1 <i<netl <k <m,on définit §;; : X — U par

] . Uk sii=1¢
Sik(6) = { 0 sii#dl
On constate que
B = (0 | i # J)
est une base de kerT}. En effet, si i # j, alors T;(d;x) = d;x(j) = 0. Réciproquement, supposons
que f € kerT;. Pour ¢ # j, on a

k=1

On vérifie que

F=> andu.

i#j k=1
En effet,
m m
Zzaikéik () = Zazwz = f(0).
i#j k=1 k=1
Donc B engendre ker T;. Par le méme calcul, avec f = 0, on voit que B est linéairement indépendente
(ceci utilise le fait que (u1,...,un) est linéairement indépendente). Alors B est une base de ker Tj.

L’image de Tj est U, car u = T;(6;,) pour tout k.

(a) Faux. On prend U = {(z,0) | z € R}, U’ = {(z,z) | x € R}, et V = {(0,y) | y € R}. Alors
UV =U @®V =R? mais U # U'. En effet, U # U’ car (1,0) € U mais (1,0) ¢ U'.
U+V =U®V car UNV = {(0,0)}, pareillement pour U’ + V. Aussi, R? = U @ V par
définition, tandis que (z,y) = (z,2) + (0,y —z) = U' @V =R2.

(b) Vrai. Par l'exercice 6 de la série 6, (p1,p2) est une base de U; T et T' coincide sur une base
de U, donc T =T".

(c) Faux. Puisque V+W C F7, on a que dim(V + W) < dimF” = 7. Par la formule de dimension,
7> dim(V + W) = dimV + dim W — dim(V N W) = 5 + 4 — dim(V N0 W).
Alors dim(V NW) > 2. Il s’ensuit que VN W # {0}, alors V+ W £V o W.
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Un espace vectoriel sur le corps F est un ensemble V', muni d’une opération +: V x V — V|
(u,v) — u+ v (appellée addition vectorielle) et d’une opération - : F x V =V, (a,v) — a-v
(appellée multiplication scalaire), qui vérifient les axiomes suivants.
— Commutativité. v+ w = w + v pour tout v,w € V.
— Associativité. u+ (v + w) = (u+ v) + w pour tout u,v,w € V, et a- (b-v) = (ab) - v pour
tout a,beFetvelV.
— FEuxistence d’un élément neutre. 1l existe un vecteur 0 € V tel que v+ 0 = v pour tout v € V.
— FEuxistence des opposés. Pour tout v € V, il existe un vecteur w € V' tel que v+ w = 0.
— Elément neutre multiplicatif. Pour tout v € V, 1-v =w.
— Distributivité. a - (v+w) =a-v+a-wet (a+b)-v=a-v+b-v pour tout a,b € F et
v,weV.
On rappelle que
]F2 = {(’01,’02) ‘ U1,V € F}

On note ¥ = (v, v2); les n-tuples sont traditionnellement garni d’une fleche. On définit 1’ad-
dition des vecteurs dans V par

T+ = (z1,22) + (y1,%2) = (21 + Y1, 22 +142) V &, 7 € F*
et la multiplication scalaire par
a-=a-(r1,29) = (aw1,az2) V¥ a € F, 7 € F2.

On vérifie les axiomes.

Commutativité. L’addition dans le corps F est commutative. Donc Z+4 = (1, 22)+ (y1+y2) =
(T +y1, 22 +y2) = (Y1 + 21,92 + 22) = (Y1,%2) + (21,22) =¥ + 2.

Associativité. L’addition dans le corps F est associative. Donc

wi, w2) + [(x1,22) + (y1 + ¥2)]
wi, w2) + (21 4+ Y1, T2 + Y2)
wi + (1 + Y1), w2 + (T2 + y2))

W+ (T +9) (
(
(
= ((wy +2x1) +y1, (wy +x2) +y2)
(w
[
(0

wy + 21, we + 22) + (Y1 + y2)
(w17w2) (1'1,1'2)] + (yl + y2>
W+ Z) + 7.

La multiplication dans F est également associative. Donc

a-(b-Z) = a-[b-(x1,22)]
= a- (bxy,bxs)
(a(bxl) a(bx2))
= ((ab)z1, (ab)z2)
(
(

ab) - (x1,x2)
ab) - ¥

Alors I’addition vectorielle et la multiplication scalaire dans F? sont bien associatives.
Ezistence d’un élément neutre. On pose 0 = (0,0). Alors & + 0 = (z1,22) + (0,0) = (z1 +
0,22 + 0) = (21, 72) = & pour tout & € F? et 0 est un élément neutre par rapport a ’addition
vectorielle.



(¢)

Existence des opposés additifs. Soit ¥ = (v1,v2) € F2. On pose @ = (—vy, —v3). Alors ¥+ 0 =
(v1,v2) + (—v1, —v2) = (v1 + (—v1),v2 + (—v2)) = (0,0) = 0 et @ est un opposé de 7.
Elément neutre par rapport & la multiplication scalaire. 1 - & = 1 - (z1,22) = (lag,1lag) =
(z1,22) = Z pour tout £ € V.

Distributivité. Soient a,b € F et @, € F?. On remarque que la multiplication dans F est
distributive par rapport & I’addition. Alors

a-(U+w) = a-[(v1,v2) + (w1, ws)]

a-
a- (v1 + wi,ve + ws)

a(vy + w1), a(ve + ws))

(
= (avy + awy, avy + aws)
(

avy, avs) + (awr, aws)

a-(v1,v2) +a- (wy,ws)

= a-U+a-w.

De plus,

(a+b)-0 (a+0b)- (vi,v2)

= ((a+b)v1,(a+bvs)
(av1 + buy, ave + bus)

= a-(v1,v2) +b-(v1,v2)

= a-U+0b-0

Donc la multiplication scalaire est distributive par rapport a I’addition vectorielle.
En conclusion, F? est bel et bien un espace vectoriel sur F.

i. Pour éviter la confusion entre le vecteur neutre et 1’élément neutre additif du corps F, on

ii.

garnit les vecteurs d’une fleche. Donc 0 est un vecteur tandis que 0 est un scalaire.

Soit @ I'opposé de 0 - @. Alors 0 = 0 -7 + @ = (0 +0) - ¥ + . Par distributivité, 0 =
(0- T+ 0- %) + . Par associativité, 0 = 0 - 7+ (0 - 7 + @). Par définition, i est 'opposé
additif de 0-7, alors 0 = 0-7+0 = 0-¥ car 0 est neutre par rapport & 'addition vectorielle.
—7 = —0+0=—7+0-7, par exercice précédent. Alors —7 = —7 + (1 + (—1))7 =
—U4 (1-7+4 (—1)¥) par distributivité. Donc —0 = —v+ (74 (—1)7) car 1 € F est ’élément
neutre multiplicatif. Alors —¢ = (—¢' + ¥) + (—1)¥ par associativité. Par commutativité,
—7 = (T4 (=7)) + (=1)7. Mais —7 est I'opposé additif de 7, alors — = 0 + (—1)7. Par
commutativité et le fait que 0 est Pélément neutre par rapport a l’addition, on conclut
que —v = (—1)7.



