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1. (a) On constate que U +U" = W = {(w,2,0,2) | w,z,z € F}. En
effet, un élément de U appartient également a W : si (1, 2t2,0,0) €
U, on pose w = t1, x = 2ty, et z = 0. Par conséquent, U C W. De
méme, si (s1,$2,0,s1) € U’, alors on pose w = z = 51 et & = 59
pour voir que (81, $2,0,51) € W. Donc U" C W. Alors UUU’ C W.
Mais U + U’ est le plus petit sous-espace qui contient U U U’, ce
qui signifie que U + U’ C W.
Il nous reste de montrer que W C U + U’. 1l suffit de résoudre
I’équation vectorielle

('UJ,I,O,Z) - (t172t27070) + (Sl782707 81)
= (t1+4 51,2t + 52,0, 51)

étant donné (w,x,0,z) € W. En regardant les derniers compo-
sants, on voit que s; = z. Donc, dans les premiers composants,
w =1t + z, cca-d t; = w — z. On a du choix pour les deuxiemes
composants : si 2t, + s5 = x, on peut mettre, disons, t5 = 0 et
$9 = x. Alors

(w—2,0,0,0) € U,

(2,2,0,2) € U,

et
(w,z,0,2) = (w—2,0,0,0) + (z,x,0, z).

Alors W c U + U’. Par conséquent, U + U’ = W.

La somme n’est pas directe. On a déja vu qu’on a un choix de t,
et sy dans le calcul ci-dessus. Néanmoins, on calcule 'intersection
UNU'. Siv = (t1,2t2,0,0) = (s1, 82,0, 51),alorst; = s3 = 0et 59 =
2t5. Donc ¥ est de la forme (0, z,0,0). Par exemple, (0,1,0,0) €
unu'.



(b) Tout d’abord, la somme n’est pas directe puisque, par exemple,
2> € UNV donc UNV # {0}. On constate que U + V = P(F).
Evidémment, U + V' C P(F). Si p(z) € P(FF), on écrit

2n
p(z) = Z a;z’.
=0
(Il se peut que ag, = 0.) On pose
q(z) = ZangQj el
=0
(c’est la partie « paire » de p(z)) et

n—1 n—1
_ 2+1 _ 2j
r(z) = E agj 1277 =z E agj127 €V
=0

=0

(c’est la partie « impaire » de p(z)). On voit que p(z) = q(z)+7r(z),
donc P(F) C U 4V et on a fini.

(c) U+U" ={(—s,t,s—t) e F3|s,t € F}. Si (z,y,2) € U+U’, alors
r=-—-8y=tetz=s—t=—x—1y. Donc U+ U’ est le plan
déterminé par I'équation x +y + 2z = 0.

2. U+ U est le plus petit sous-espace de V' qui contient U UU = U. Mais
U est lui-méme un sous-espace de V', donc U +U = U.

3. (a) L’addition de sous-espaces est commutative car I’addition vecto-
rielle I'est. C’est-a-dire, uy +us € Uy + Us < Uy + us = ug + uy €
Us + U;. Par conséquent, U; + Uy = Uy + Uj.

(b) L’addition de sous-espaces est associative car I’addition vectorielle

I'est. Nous montrons que (Uy+Us)+Us C Uy +(Us+Us) ; 'inclusion
réciproque est pareille.
Supposons que v € (U;+Uy)+Us. Alors v = u+ug, ot u € Uy +Us
et ug € Us. Puisque u € Uy + Us,, on écrit u = uy + us. Donc
v = (u1 + ug) + uz = ug + (ug + uz) car 'addition est associative.
Or, uy € Uy et ug + uz € Uy + Us, donc v € Uy + (Uy + Us).

(c) Supposons qu’'un tel sous-espace « neutre », Z, existe. Alors Z +
U = U pour tout U € §(V). Alors U contient U et Z. Par
conséquent, Z C U pour tout sous-espace U de V. En particu-
lier, Z C {0}. Donc Z = {0}. Par contre, pour tout U € 8(V),
{0} C U. Par conséquent, {0} + U = U + {0} = U. Donc {0} est

I’élément neutre par rapport a I’addition de vecteurs.
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(d) Si U+ W = {0}, alors pour tout u € U et pour tout w € W,
u+w=0.Alors u = —w € W et w = —u € U. Par conséquent,
UcCcWetW CU,cadU=W.Donc U+ U = {0}. Mais par
'exercice 2, U + U = U. On conclut que U = {0}.

4. Pour simplifier la notation, on pose ¥, = F(F,F),, F_ = F(F,F)_, et
F=3FF,F).
Puisque ¥, C F et F_ C F, il s’ensuit que F, +F_ C F.
Par contre, si f : F — [, on écrit

Fla) = 5 (@) + F(=2)) + 5 (F(&) — F(-2)).
Posons fi(z) = (1/2)(f(x) + f(=x)) et f-(2) = (1/2)(f(x) — f(==)).
On voit que fi(—z) = fi(x) et f_(—x) = —f_(z). Donc f, € F,,
f- € F_, et par conséquent, f € Fy +F_. Alors F=TF, +TF_.
Dans l'exercice 5(c) de la série 3, on a montré que ¥, NF_ = {0}. Donc
la somme est directe :

s_r' — ?+ @ s_r'_'

5. Supposons que f € [X,U + W]. Soit x € X. Alors il existe u € U,
v e W, tels que
fo) = u+w. 1)

On pose g(x) = w et h(x) = w. Alors on a définit les applications
g: X —-Ueth:X —W,et f=g+he[X, U]+ [X,W]. Donc
(X, U+ W] C [X,U]+ [X,W]. Par contre, si g € [X,U] et h € [X, W],
alors Vo € X,

(g+h)(z)=g(x)+h(z) e U+ W.

Par conséquent, g + h € [X,U 4+ W]. 1l s’ensuit que [X,U + W] =
(X, U]+ [ X, W].

La somme est directe si et seulement si le choix de g € [X,U] et h €
[X, W] dans la décomposition f = g+ h est unique. Ce choix est unique
si et seulement si la décomposition (1) est unique pour tout z € X et
pour tout f € F(X, V). SiUNW = {0} (cca-d U+ W =U W)
alors (1) est unique. Par contre, supposons que (1) est unique pour
tout z € X et pour tout f € F(X,V). Siw € UNW, on définit une
application f : X — V par f(x) = u pour tout x € X. Puisque (1) est
unique, et puisque 'on peut écrire f(z) = u+0 = 0+ u, il s’ensuit que
u = 0. En conclusion,

X, U]+ [X,W]=[X,Ul&[X,W] e U+W=Ua W



6. Un polynome p € P3(F) s’écrit sous la forme
p(2) = ag + a1z + axz® + as2>. (2)
On essaie de résoudre 1'équation
p(2) = bo(1) + bi(1+ 2) + ba(1 + 2+ 22) + b3(1 + 2 + 2> + 2°).
Alors
p(2) = (by + by + by + bs) + (by + by + b3)z + (by + b3)2” + b3z, (3)
Les coefficients dans (2) et (3) sont égaux, alors

ag = byg+ by +by+ b3
a; = by +by+ b3

ay = by+bs

a3 = bs.

Alors by = ag, by = ay —as, by = a; — (as — az) — a3 = a; — ag, et
bozao—(al—ag) —<6L2—(13)—CL3:CLO—6L1. Donc

p(2) = (ap—a1)(1)+(a1—as) (1+2)+(az—az) (1+2+2%)+az(1+2+2°+2%).

En conclusion, {1,1+ 2,1+ 2z + 2%, 1 + 2 + 22 + 23} engendre P3(F).

7. Supposons que v € V. Il faut montrer que v est une combinaison linéaire
des vecteurs vy — vy, V9 — U3, ..., V1 — Up, et v,. Puisque {vy, ..., v,}
engendre V, il existe aq,...,a, € [F tels que

V=@V + -+ aply.
Il faut trouver by,...,b, € F tels que
v=>b1(v; —va) + -+ bp_1(Vn_1 — V) + U, (4)
De (4) on obtient
v ="bvy + (by — by)va + - + (b — bp_1)vp

alors il suffit de résoudre

bl = a
bg — b1 = Q9
bn — bn—l = QAp.

Alors by = ay, by = a1 + as, b = as + as, et ainsi de suite, jusqu’a
by, = ap_1 + an. Done {v; — v, v9 — V3, ..., U1 — Uy, U, } engendre V.



