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1. Soit (x1, x2, x3, x4, x5) ∈ U . Puisque x1 = 2x5 et x3 = x2 + 5x4, on peut écrire

(x1, x2, x3, x4, x5) = (2x5, x2, x2 + 5x4, x4, x5)

= x2(0, 1, 1, 0, 0) + x4(0, 0, 5, 1, 0) + x5(2, 0, 0, 0, 1).

Alors tout élément de U est une combinaison linéaire de (0, 1, 1, 0, 0), (0, 0, 5, 1, 0),
et (2, 0, 0, 0, 1), c-à-d

U = span((0, 1, 1, 0, 0), (0, 0, 5, 1, 0), (2, 0, 0, 0, 1)).

2. Je remarque en passant qu’il serait un exercice instructif de montrer l’algorithme
d’Euclide pour les polynômes !

(a) Si p(z) = (z − c)q(z), alors p(c) = (0)q(z) = 0. Réciproquement, supposons
que p(c) = 0. Par l’algorithme d’Euclide, il existe deux polynômes q(z) et r(z)
tels que p(z) = (z − c)q(z) + r(z). Puisque deg(z − c) = 1, 0 ≤ deg r(z) < 1,
alors deg r(z) = 0, c-à-d r(z) = b ∈ F. Or, 0 = p(c) = (0)q(z) + b, donc b = 0.
Par conséquent, p(z) = (z − c)q(z).

(b) Soit p(z) ∈ U . Par l’exercice 2(a),

p(z) = (z − 1)(az + b) = a(z2 − z) + b(z − 1).

Alors (z2 − z, z − 1) engendre U .

(c) Soit p(z) ∈ W . Par 2(a), p(z) = (z − c)q(z). On écrit q(z) =
∑m

j=0 ajz
j. Alors

p(z) = (z − c)
m∑

j=0

ajz
j =

m∑
j=0

aj

(
zj+1 − czj

)

alors la liste (z − c, z2 − cz, z3 − cz2, . . .) engendre W .
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3. Pour 1 ≤ j ≤ n on définit δj : X → F par

δj(i) =

{
1 si i = j
0 sinon.

Soit f : X → F une application. On constate que

f = f(1)δ1 + · · · f(n)δn =
n∑

j=1

f(j)δj.

En effet, si 1 ≤ i ≤ n, alors

(
n∑

j=1

f(j)δj

)
(i) =

n∑
j=1

f(j)(δj(i))

= f(i).

Par conséquent, (δ1, . . . , δn) engendre F(X,F), et donc l’espace est de dimension
finie.

4. Puisque (v1 + w, . . . , vn + w) est linéairement dépendent, il existe a1, . . . , an ∈ F,
non tous nuls, tels que

a1(v1 + w) + · · · an(vn + w) = 0.

Alors
(a1 + · · ·+ an)w = −(a1v1 + · · ·+ anvn). (1)

Si a1 + · · ·+ an = 0, alors (1) implique que

0 = −0 · w = a1v1 + · · ·+ anvn.

Mais (v1, . . . , vn) est linéairement indépendente, donc

a1 = · · · = an = 0,

ce qui est une contradiction. Alors a1 + · · ·+ an 6= 0, et de (1) on déduire que

w =
−1

a1 + · · ·+ an

(a1v1 + · · ·+ anvn) .

Donc w ∈ span(v1, . . . , vn).

5. Supposons que V est de dimension finie, engendré par (w1, . . . , wn). Par le théorème
de la borne, n’importe quelle liste à (strictement) plus de n vecteurs dans V est
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forcément linéairement dépendent. Donc il n’existe pas de suite (vi) telle que (v1, . . . , vm)
est linéairement indépendante si m > n.

Réciproquement, supposons que V est de dimension infinie. Alors V 6= {0} car
{0} est engendré par la liste vide. On choisit v1 ∈ V t.q. v1 6= 0. On sait que
(v1) est linéairement indépendent. Par récurrence, supposons que l’on a construit
une suite v1, . . . , vk−1 telle que (v1, . . . , vk−1) est linéairement indépendent. Alors
span(v1, . . . , vk−1) 6= V car V n’est pas de dimension finie. Alors il existe vk ∈ V ,
vk 6∈ span(v1, . . . , vk−1). Il s’ensuit que (v1, . . . , vk) est linéairement indépendent.
Preuve : supposons qu’il existe a1, . . . , ak ∈ F tels que

a1v1 + · · ·+ akvk = 0.

Si ak 6= 0 alors
vk = (−a1/ak)v1 + · · ·+ (−ak−1/ak)vk

donc vk ∈ span(v1, . . . , vk−1), contradiction. Alors ak = 0, et a1v1 + · · ·+ak−1vk−1 =
0. Il s’ensuit que a1 = · · · = ak−1 = 0 puisque (v1, . . . , vk−1) est supposée indépendante.
Donc (v1, . . . , vk) est linéairement indépendente. Alors on a construit une suite
v1, v2, . . . telle que (v1, . . . , vn) est linéairement indépendente quelque soit n ≥ 1.

6. (a) Pareille à la vérification pour Fn.

(b) Pour n ≥ 1, soit en le vecteur dans F∞ dans lequel toute coordonnée est 0, sauf
la coordonnée n, qui égale 1. Par exemple, e1 = (1, 0, 0, . . .) et e2 = (0, 1, 0, . . .).
Alors (e1, . . . , en) est linéairement indépendente. Par l’exercice 5, F∞ est de
dimension infinie.

7. Les polynômes sont continus, donc on considère la suite 1, x, x2, . . .. Supposons que

a0 + a1x + · · ·+ anx
n = 0. (2)

C’est une équation d’applications, alors (2) se vérifie pour tout x ∈ [0, 1]. Mais un
polynôme non-nul de degré n possède n racines au plus, alors a0 + a1x + · · ·+ anx

n

est le polynôme nul, c-à-d que a0 = · · · = an = 0. Donc (1, . . . , xn) est indépendante
pour tout n ≥ 1, ce qui signifie que C[0, 1] est de dimension infinie.
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