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1. (a) Pour n >0, on pose I(t") = (1/(n+1))t"*L. Alors (DoI)(t") = D((1/(n+1))t"*1) =
(1/(n+1))D("* ) = (1/(n + 1))(n + 1)t = t™. Puisque D o I est 'identité sur une
base de P(F), elle est I'identité.

(b) On rappelle que la composée d’applications linéaires est encore linéaire, alors DF (p+
q) = DFp + D*q et D*(ap) = aD*p pour a € F, p,q € P(F) et k > 1. Donc

Tip+q) = ((p+9)(0),(D+q)0),....(D"(p+¢))(0))
= ((p+)(0),(Dp+ Dg)(0),..., (D" 'p+ D"q)(0))
= (p(0) +¢(0), (Dp)(0) + (Dg)(0),. .., (D"p)(0) + (D"~ ¢)(0))
= (p(0), (Dp)(0),. (D"p)<0))+(Dq)(0),~-7(D"Q)(0))
= Tp+Tq
et
T(ap) ((ap)(0), (D(ap))(0),..., (D" (ap))(0))
= ((ap)(0), (aDp)(0), ..., (aD"p)(0))
= (a(p(0)),a((Dp)(0)), ((D"p)(0)))
= aTp.

Alors T est bien linéaire.

Un calcul vérifie que

g~ [ 3G =1 G —k+ 1) k<,
0 k> j.

Donc (D*t7)(0) = j! si j = k et 0 sinon. Donc un inverse est défini sur la base
(€1,...,ens1) de F" ! par

Sej = (1/(j — )N/ pour j=1,...,n+1.

(o1 on suit la convention que 0! = 1.)
(c¢) Par définition,

(Ff)(arxy + -+ apzyn) = a1 f(x1) + - + anf(xn).
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3.

F' est linéaire car (f + g)(zi) = f(xi) + g(x;) et (af)(x;) = a(f(x;)) pour tout i.
L’inverse est trouvé tout simplement par réstriction. SiT : V — W, alors F~1(T) = f,
ou f(z;) = T'z; pour tout i.
Soit (v1,...,v,) une base de V. On définit T : L(V,F) — V par Tf = >, f(v;)v;. L'ap-
plication T" est bien linéaire car chaque f ’est. Pour montrer que 7' est un isomorphisme,
il suffit de trouver un inverse. Pour ¢ = 1,...,n, soit Sv; : V — F l'application linéaire
définie sur la base par
1 sit =y,

suw) ={ 5

Alors les Sv; déterminent une application linéaire S : V' — F.

Soit f € L(V,F). Alors S(Tf)(v;) = (S f(wi)vi))(vy) = (30 f(vi)Svi)(vy) =
> oimy f(vi)(Svi)(vj) = f(vy). Donc S(T'f) = f. Par conséquent, ST = Idg v
Réciproquement, T'(Sv;) = >, (Sv;)(vj) - vj = v, done T'S = Idy.

En conclusion, S = T~ ! et T est un isomorphisme.

sinon.

(a) L’addition vectorielle de V' x W est commutative et associative car celles de V' et de
W le sont. L’élément neutre additif est (Oy, Oy ). L’opposé de (7, @) est (—@, —).
L’élément neutre multiplicatif 1 € F vérifie bien 1(¢, @) = (17, 1&f) = (¥, w). Finale-
ment, la distributivité de la multiplication scalaire par rapport a ’addition vectorielle
dans V' et dans W limplique dans V' x W.

(b) L’énoncé s’ensuit des définitions.

(¢) Py((0,w) + (0',0')) = Py(+ 0,0+ ') = 0+ 9 = Py(¥) + Py(v'). Aussi,
Py (a(v,w)) = Py(at,ad) = atl = aPy(¥,w), alors Py est linéaire. Pareillement
pour Pyy.

(a) Soient S, 58" € L(U,V) et u € U. Alors Ty(S + 5')(u) = (T o (S +5))(u) = T(
S (w) = T(Su+ S'u) = T(Su) + T(S'u) = (T 0 S)(u) + (T o 5")(u) = Ty(S)(
Ty(S') () = (T4(8) + Ty(S)(w). Aussi, Ty(aS)(w) = (T o (a8))(u) = T((aS)(u)
T(a-Su) =al(Su) = (aTy(S))(w). Donc Ty est linéaire.

(b) Soient S,S" € L(W,Z) et w € W. Alors THS + ') (w) = (S + ') (Tw) = S(Tw) +
S'(Tw) = THS)(w) + THS") (w) = (THS) + TH(S"))(w). Aussi, T#(aS)(w) = ((aS)
T)(w) = (aS)(Tw) = a(S(Tw)) = (aT*(S))(w). Donc T* est linéaire.

(a) Soient v,v" € V. Alors T(v+v') = (Th(v+0'), To(v+v")) = (Thw+ T, Tov+Tov') =
(Thv, Tov) + (Th', Tov') = Tv + TV'. Soit a € F. Alors T'(av) = (T1(av), Ta(av)) =
(aTyv,aTyv) = a(Tyv, Tov) = aTv. Donc T est linéaire. Aussi, P; o T'(v) = T;(v) par
construction.

(b) Pour ¢ = 1,2, on définit ¢; : L(V, W1 x Wa) — L(V,W;) par ¢;(T) = (P;)4(T)
(voir l'exercice 4(a) pour la notation). Par (a), il existe une application linéaire ¢ :
LV, Wy x Wa) — L(V,W1) x L(V, W2) telle que Pgyvw,) o ¢ = @i. Sip(T) = 0 alors
©i(T) = 0 pour i = 1,2. Cela signifie que (F7;)4(T) = 0, c-a-d que P; o T = 0. Donc
T(v) = (0,0) pour tout v € V et T' = 0. Par conséquent, ¢ est injective. Par (a), ¢
est surjective. Donc ¢ est un isomorphisme.

~

o



6.

(a)

L’expression v + vo est unique, alors T' est bien définie. T' o J; = T; par définition.
T(a(vy + v2)) = T(avy + avy) = Ti(avy) + To(ave) = aTivy + aTove = a(Tiv +
Tyvg) = aT(v1 + v2). Aussi, T((v1 + v2) + (v] +v4)) = T((v1 + v}) + (v2 + v})) =
Ti(v1 +v}) 4+ To(ve + vh) = Thvr + Thvy + Tovg + Tovh = Tivy + Tove + Thv] + Tovh =
T(v1 + v2) + T(v] + vh). Donc T est linéaire.

Par 4(b), J; : V; — V4 @ V4 induit une application linéaire Jf LV @ Vo, W) —
L(V;,W) pour i = 1,2. Par 5(a), Jf et Jg détermine une application linéaire 6 :
L(Vi@Va, W) — L(Vi, W) x L(Va, W) telle que Pry, wyod = JE. SiT: Vi@V — W
est linéaire et 6(7") = 0, alors Jf(T) =ToJ; =0 pouri=1,2. Alors T'(v;) = 0 pour
tout v1 in Vi et pareillement pour Va. Il s’ensuit que T = 0 et donc 6 est injective.
De plus, (a) signifie que 6 est surjective. On conclut que € est un isomorphisme.



