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) On effectue le calcul : pour a,b € F et p,q € P3(F), on a

T(ap+0bg) = ((ap+bq)(—1),D(ap+ bg)(1))
= (ap(—1) +bg(—1),a(Dp)(1) + b(Dq)(1))
= a(p(=1),(Dp)(1)) + b(g(=1), (Dp)(1))
= alp+bTqg.

Ici on a utilisé que ’evaluation et la dérivée D sont linéaires.

(b) T(1) = (1,0), T(x) = (-1,1) = (=1)(1,0) + (0,1), T(z?) = (1,2) = (1,0) +2(0,1), et
T(z3) = (-1,3) = (-1)(1, O)—|—3( 1). Alors

1 -1 1 -1
[T]B“B:<o 1 2 3)'

Donc

[T(4 -3z +2®—2%)]p = [T pld—3z+2?—2°p

() g(l) = (1,0), 71 — ) = (2,-1) = —(=2,1), T((1 — 2)?) = (4,0), et T((1 — 2)°) = (8,0).



11 faut savoir la matrice colonne de 4 — 3z + x2 — 3 par rapport a C.

4-3x+2* -2 = ap+a(l—2)+ax(l —2)*+as3(l —x)?
= (a0 +ay +az +a3z)+ (—a; — 2ay — 3az)x + (az + 3a3)z? — azx®

alors
4 = ap+a;+as+as
-3 = —a1 — 2@2 - 3@3
1 = as+3as
-1 = —as.
1l s’ensuit que ag =1, as = —2, a1 =4, et ag = 1. Alors
1
2 3 4
[4—3x+2°—2’]c = 9
1
Donc
[T(4-3z+2* -2 = [Tocld—3z+2*—2%c
1
(1 0 4 8 4
o 0 -1 0 0 -2
1
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= 4 )
(a) Si

(o) elo S (o) ee(ho)= (0 0)

alorsa+b=0eta—b=0,aussic+d=0et c—d=0. 1l s’ensuit quea=b=c=d=0et
C est linéairement indépendente. De la méme manieére, on trouve que

(Z Z);((aer)((l) (1)>+(ad)((l) _01>+(b+c)<(1) (1)>+(bc)<_01 é))

donc C' engendre Mat(2,2,F) est est une base.
Ensuite on considere 1’équation

a(l+z+22) + bz +2%) + ¢(1 + 2%) = a + fz + y22.

On trouve que a+c=a,a+b= G, et a+b+c=~.Doncc=vy—p,b=v—a,et a = a—y+0.
En particulier, si « = 3 =~ =0, alors a = b = ¢ = 0. Donc C” est lindairement indépendente
et elle engendre Ps(F). Par conséquent, elle en est une base.

(b) On utilise les calculs de (a). On trouve que
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Donc
/2 0 0 1/2
12 0 0 —1/2
Mdes =1 /2 1/2 0
0 1/2 -1/2 0

Ensuite, 1 = (1+x+22) — (z+22), 2= (1+z+2?) - (1+2?),et 2> = —(1+z+2?) + (z +
2?) + (1 + 22). Donc

1 1 -1
[Id]C’,B/ = -1 0 1
0 -1 1
Pour [T]|p/ g, on fait plusieurs petits calculs :
1 0
(14)s
0 1
0 0\ 2
T( 1 0 ) = —x + 327,

et

alors
4 2 0 0
Ter=[01 -1 0
00 3 1
Finalement,
T(é (1)):4+x2:3(1+x+:v2)—3($—|—x2)—|—(1+x2)
T<(1) _01):4—3c2:5(1+x+x2)—5(w+x2)—(1+x2)
T<(1) (1)>2+3:172(1+x+x2)+(x+z2)+3(1+x2)
et
T(_Ol é)2+2x3x27(1+x+x2)5(m+x2)5(1+x2).
Alors

3 5 -1 7
Tec=| -3 -5 1 -5
1 -1 3 -5



(c¢) Toujours des calculs :
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et
(1§ ) )= = mratad )+ (22
alors
4 3 -4 -1
Tlep=| -4 -2 3 1
0o -1 4 1
Or,
AT E
Tlerclldle s = -3 -5 1 =5
1 -1 3 _5 0 1/2 1/2 0
0 1/2 -1/2 0
4 3 -4 -1
= -4 -2 3 1
0 -1 4 1
= [Tc,B-
Egalement,
1 1 -1 2 0 0
Md]e s [T]p,B = -1 0 1 1 -1 0
0o -1 1 0o 3 1

= -4 -2 3 1
0 -1 4 1

= [Tleos-

4
0
0
4 3 -4 —1)

4. Soit C' € Mat(n,n,F). On rappelle que U'inverse de C' est 'unique matrice D qui vérifie CD =
DC = I. Or, (B~'A~1)(AB) = B~'((A"'A)B) = BY(IB) = B-'B = I et (AB)(B~14"1) =
A((BB™1)A™1) = A(IA=Y) = AA~' = I, alors B-"'A~! = (BA)~ 1.

5. (a) On remarque que [Idv]BJg = [IdV]B’,B' = In. Donc [IdV]B,B' [IdV]B',B = [IdV]B,B = In et

[IdV]B’,B[IdV]B,B/ = [IdV]B/,B’ = In. Alors ([Id\/]B/’B)il = [IdV]B,B’-

(b) Pour 1 < ¢ < n, on pose ¢; la matrice colonne avec 1 dans le rang i et les 0 ailleurs. On note

B = (v1,...,v,). Alors [v;]p = ¢;. Or, on vérifie que Ae; est le i-itme colonne de A. Donc
le i-itme colonne de A est [v;]p. Il sensuit que A = [Idy]ps g, donc A est inversible avec
A7l = [IdV]B,B’-



(¢) Soit C' = (wy,...,w,) une base quelconque de V. On écrit

air a2 - Qin

a21 Qa2 -+ A2p
A= .

an1 An2 Ann

On pose, pour 1 <i < n,
Vi = A1iW1 + A24W2 + -0+ ApiWp.

Alors [v;]¢r est le i-ieme colonne de A. Si (vy, ..., v,) n’est pas linéairement indépendente, alors
A n’est pas inversible, contradiction. Donc C' = (vy, ..., v,) est une base de V, et A = [Idy]cr c.



