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On remarque que 7°(0,0,1) = (0,0,1), alors 1 est bel et bien un valeur propre de 7. Or,
supposons que T'(z,vy,z) = (x,y, 2). Donc x = x — /3y, y = V/3z + 3, et z = 2. La premiere
égalité signifie que y = 0, donc la deuxieme dit que x = 0. Alors les vecteurs propres sont tous
les vecteurs de la forme (0,0, z) pour z € R.

T(z,y,0) = (z — v/3y,V3z +y,0) donc {(z,9,0) | z,y € R} est invariant.

. Vrai. Supposons que U # 0,V. On choisit une base (u1,...,u;,) de U et on la complete & une
base (U1, ..., Um, Umt1y---,Up) de V. On définit T : V — V par Tu; = upyr sii =1et Tu; =0
autrement. Alors U n’est pas invariant pour T puisque Tu; = tUp41 € U.

. Soit v € ker(T' — A -Idy). Donc Tv = Av. En appliquant S, S(Tv) = S(Av). Mais SoT =T oS et
S est linéaire, donc T'(Sv) = ASv. Par conséquent, Sv € ker(T — A - Idy) et ce noyau est invariant
pour S.

. On note F) l'espace propre associé a la valeur propre \.

(a)

Supposons qu’il existe A € F et un polynoéme non-nul a + bt € P;(F) tels que T(a + bt) =
Aa + bt). Alors b+ at = Aa + (\b)t. Par conséquent, b = Aa et a = A\b = A(\a) = A\?a. Donc
(1—=X%)a=0.Sia=0alors b= Aa = A0 =0, et on a supposé que a + bt est non-nul. Alors
a#0,doun1—A=(1+A)(1-A)=0.Donc A==41.Si A=1, alors b =aq, et

Ei={a+at|a€cF.
Si A= —1, alors b = —a, et
E_i={a—at|aeF}.
En conclusion, les valeurs propres de T sont 1 et —1.

Supposons que A € F et que 0 # (21,22,23) € F3 t.q. T(z21,22,23) = A(z1, 22,23). Alors
B5z1 = Az1, —23 = Aza, et 0 = Az3. De cette derniere équation, A = 0 ou z3 = 0.

Si A = 0, alors —z3 = 0+ 29, donc z3 = 0. Egalement, 527 = 0z, donc z; = 0. Par
conséquent, (z1, 2o, z3) = (0, 22,0). Inversement, 7'(0, z2,0) = (0,0, 0), alors tout vecteur de la
forme (0, 22, 0) est un vecteur propre associé & 0. Donc

FEy = {(072’2,0) | Z9 € F}

On remarque que Fg = kerT'.

Si A # 0, alors z3 = 0. Par conséquent, Azo = —z3 = 0. Alors 2o = 0 car A # 0. De plus,
Az1 = 521. On a supposé que (21, 22, 23) # (0,0,0), et 20 = 23 = 0, donc z; # 0. Il s’ensuit que
A = 5. On remarque que 7(21,0,0) = (521,0,0), alors

E5 = {(217()’0) | z1 € IF}

Pour conclure, les valeurs propres de T sont 0 et 5.
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Supposons que A € C et que (0,0,0) # (w1, w2, w3) € C3 t.q. T(w,ws, ws) = A wy, wa, w3).
Alors w3 = Awy, w1 = Aws, et we = Aws. Donc wz = A(Awz) = A2(Awz) = Awsz. On Décrit
sous la forme (A3 —1)wz = 0. Si w3 = 0, alors wy = A0 = 0 et w; = A0 = 0. Mais on a supposé
que (w1, ws,ws3) # (0,0,0). Donc ws # 0; il s’ensuit que A*> — 1 = 0. Pour trouver les racines
complexes du polynéme A3 — 1 il faut le décomposer :

Mol = A=\ +A+1)
= A=A -wA-)

ou

et @ est le conjugé complexe :

1 V3

5 o
On trouve w et @, par exemple, avec la formule quadratique. C’est un bon exercice de montrer
que @ = w? et que 1 = w3. De toute facon, A = 1,w, ou @.

Si A =1, alors wy = we = ws, donc
E, = {(w,w,w) | w e C}.
Si A =w, alors w3 = ww;, et wo = wws = w?w; = ww;. Donc
E, = {(w,ow,ww) | w € C}.

2

Finalement, si A = @, alors wg = ww, et wy = w3 = @w*w; = wwi. Donc

E; = {(w,ww,ow) | w € C}.

En conclusion, les valeurs propres de T sont 1, w, et @, ol w est une racine primitive d’unité.

Supposons que A € F et que p(t) = a + bt + ct? est un polynéme non-nul t.q. T'(p) = Ap. Alors

t(b42ct) = a4+ bt + ct?)
bt +2ct> = Xa+ (Ab)t + (Ao)t?.

Alors Aa =0, Ab=b, et Ac = 2c¢.

Soit A = 0, soit a = 0, puisque Aa =0. Si A =0, alorsb=0-b=0et ¢ = (1/2)-0-c = 0. Donc
les vecteurs propres associés & A = 0 sont les polynémes constants : T'(a) = tD(a) = t(0) = 0.
Donc Eg = {a | a € F}.

Si A # 0, alors a = 0. Or, Ab = b, d’oit (A —1)b = 0. Alors soit A = 1, soit b =10. Si A = 1,
alors ¢ = 2¢, donc ¢ = 0. On vérifie que T'(bt) = tD(bt) = t(b) = bt, alors bt € E;. Donc

By = {bt | be F}.

SiA#£0,1, alors a =0, b =0 et Ac = 2¢, c-a-d que (A — 2)c = 0. Parce que p est un polynéme
non-nul et a =b =0, ¢ # 0. Donc \ = 2, et T(ct?) = tD(ct?) = t(2ct) = 2ct?. Alors

Ey = {ct* | c € F}.

En conclusion, les valeurs propres de 7" sont 0, 1, et 2.



5.

7.

(e) Supposons que A € F et que (21,...,2,) € F” est non-nul, t.q. T(x1,...,2,) = AM(X1,...,Zp).
Alors pour tout 4, Ax; = 21 + - -+ + . Done, pour tout i # 1, A(z1 — ;) = 0.

SiA=0, alors , = —x1 — -+ — x,_1, donc

FEy = {(1’1,...,1:“,1,—,@1 — —il?nfl) | T1y,...,Lp—1 € F}
Si A #£ 0, alors z; = 1 pour tout 4, et T(x,...,z) = (nz,...,nx) = n(z,...,z). Donc A =n
et

E{(z,...,z) |z € F}.

Pour conclure, les valeurs propres de T sont 0 et n.

Supposons A est une valeur propre de S o T. Alors il existe un vecteur non-nul v € V tel que
S(Tw) = .

Si Tv = 0 alors S(Tw) = 0, donc A = 0. En particulier, ni 7' ni SoT n’est inversible. Il faut montrer
que 0 est une valeur propre de T o S, c-a-d que T o S n’est pas injectif. Si T o S est injectif, alors
il est surjectif. Donc T est surjectif. Mais V' est de dimension finie, alors T" est également injectif,
contradiction, car Tv = 0. Par conséquent, T o S n’est pas injectif, et 0 est une valeur propre de
ToS.

Supposons maintenant que Tv # 0. En appliquant T & 1’équation S(Tv) = Av, on trouve que
T(S(Tv)) = (T 0S)(Tv) =T (M) = ATv. Alors X est une valeur propre de T o S.

La démonstration que toute valeur propre de T o S est une valeur propre de S o T est symétrique.

Soient (vy,...,v,) une base de V. Par hypothese, il existe A1,..., A, € F tels que Tv; = \;v; pour
tout 4. De plus, pour tout ¢ # 1, T'(v1 —v;) = Av1 —v;) = Ay — A Mais T' (v —v;) = Tog —Tv; =
A1 — A\v;. Il S’ensuit que A = Ay et A = A;. Alors A; = A1 pour tout 7. Donc Tv = A\jv pour tout
v €V, c-a-d que T est un multiple scalaire de Idy .
(a) Pour 0 <i<n-—1, on définit ¢; : {0,...,n—1} — F par d;(j) = 1 si i = j et 0 autrement. On
vérifie que (dp, ..., 0,—1) est une base de F({0,...,n — 1}, F), et donc 'espace est de dimension
n. Puisque la dimension est invariant par les isomorphismes, dimV = n.

Réciproquement, si dimV = n, on fixe une base (v1,...,v,) de V. On définit T : V —
F({0,...,n—1},F) par T(v;) = 6;. Alors T est une bijection entre les bases, donc c’est un
isomorphisme.

(b) On définit T : F*° — F(N,F) par T(z1,22,...) = f, ou f(n) = x,41. On vérifie que T est
linéaire, et son inverse est ’application S : F(N,F) — F* définie par S(f) = (f(0), f(1),...).

(¢) Supposons que A € F et que (21, 22, ...) € F® est un vecteur non-nul tel que
(ZQ7 23y .- ) = ()\Zl7 )\,ZQ, .. )

Alors zg = Az1, 23 = Az = A2z1, et ainsi de suite; en générale, z, = A\* 12,
Donc, soit A € F. Par le calcul ci-dessus, A est une valeur propre de T', avec

Ey ={(z, 2, \°2,)\%2,...) | z € F}.

(d) L’ensemble des valeurs propres, P, est exactement F, et F = R ou F = C. Donc F n’est pas
dénombrable, tandis que N est dénombrable. Alors card P > card N = dim [F*°.
Par contre, pour un opérateur sur un espace vectoriel de dimension finie, on a toujours card P <
dim V.



