Algebre linéaire, corrigé de la série 14

Jonathan Scott

6 février 2006

1. Les opérations des lignes sont notées par :
— faire la multiplication de la ligne i par le scalaire non-nul a : aRi;
— transposer la ligne i et la ligne j : Ri < Rj;
— remplacer la ligne j par la ligne j plus a fois la ligne i : Rj + aRi.
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Donc w = —7/121, z = 104/121, y = 50/121 et z = —54/121.
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alors le systéme n’a pas de solution (on a Oxs = 5).
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Alors toute solution est de la forme x = (1/2)(5 — 3t), y = (1/2)(3 — ¢), z = t.

3. La matrice associé au systeme d’équeations linéaires donne est
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On la transforme en forme échelonnée réduite
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Sia=>5etb+#£ 3, alors le systéme n’est pas consistent (car 0 = 0z = b — 3 #£ 0). Si a # 5 alors le
systeme a exactement une solution. Si a = 5 et b = 3, alors le systeme a une solution paramétrisée
par z. En effet, la forme échelonnée réduite en ce cas est
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alorsy=1—-2zet z = 2.



4. On effectue la réduction en forme échelonnée réduite.
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On vérifie que AB = BA = I. Ainsi, la méthode de I’élimination de Gauss donne un algorithme
pour calculer I'inverse d’une matrice inversible.

s 1 sii=j
71 0 sinon.
Alors I, = (6;5)-

On considere d’abord 'opération des lignes Thprr qui multiplie la ligne k par un scalaire A € F
non-nul, pour 1 <k <m. On note Ungr = Trrr(Im). Donc Uxrk = (uij) = (1 + (A — 1)dix)ds5)-
Si A = (aij) € Mat(m,n,F) et 1 < j <mn, on obtient

5. On pose
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Alors T,\Rk(A) = U)\RkA.

On remarque que Uygy est inversible. Son inverse est U1 /x) k-

Ensuite, on considere 'opération Trp rq, qui échange les lignes p et g. On pose Urprq =
TR;m—»Rq(Im)- On vérifie que URp<—>Rq = (uij), ou Uij = (1 - 5”7)(1 - (Siq)éij + 5ip6qj + 5jq6pj.

Par définition, Ugrp.rq est son propre inverse.



Si A = (a;5) € Mat(m,n,F) et 1 < j < n, on obtient

m

(UrpsrqgA)ij = Zuiéaéj
=1
= Y (1= i) (1 = 8iq)dit + Bipqe + igOp;)aae;
=1
= (L —=dip)(1 = dig)aij + dipag; + digap;

agj Siit=p
= ap; sii=gq
a;j  sinon.

Alors TRp<—>Rq (A) = URpHRqA~

Finalement, on considere I'opération Trptarg, qui ajoute A fois la ligne ¢ & la ligne p. On pose
URp-i—)\Rq = TRp+>\Rq(Im)~ On vérifie que URp<—>Rq = (Uij), ou Ui5 = (Sij + /\62';0(5(1]’.

Par définition, Urptarq est inversible. Son inverse est Urp—xRq-

Si A = (aij) € Mat(m,n,F) et 1 < j <mn, on obtient

m
UnpiargA)ij = Y uicar;
/=1

m

= 2(5% + Adiplge)ae;
=1
= aij + Aipay;
{ apj + Aag; sii=p
Qg S1NOI1.
Alors TRer)\Rq (A) = URer)\RqA.
On remarque que chaque application est linéaire car la multiplication des matrices ’est.



