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On pose wy = z et Wy = span(z). Alors (wy,w1) = fol z?dr = 1/3.
(22, w,) = fol x3dx = 1/4, alors Py, (2?) = Lwléx = (3/4)z. Donc wy = 2% — (3/4)z, et

(w1,w1

(wa, wa) = fol(xQ — (3/4)z)?dz = 1/80. On pose Wy = span(wy, wa).

(Lwi) = [y wde = 1/2 et (Lws) = [ (@? - (3/4)w)dz = —1/24. Donc Py, (1) = {3z +

((711/43%3) (22 — (3/4)x) = 4z — (10/3)22. Par conséquent, w3 = 1 — Py, (1) = 1 — 4z + (10/3)22.
Aussi, (w3, w3) = fol(l — 4z + (10/3)2%)%dx = 1/9.

Finalement, on normalise. Alors u; = wi/|wi]| = (1/\/1/3)z = 3z, uz = wa/|ws| =
(1/+/1/80)(2 — (3/4)z) = V5(42® — 3z), et uz = w3/ |[ws]| = (1/1/1/9)(1 — da + (10/3)2*) =
3 — 12z + 1022

Donc, en appliquant le procédé de Gram-Schmidt & la base (x, 22, 1), on obtient la base o.n.
(v/3x,v/5(42% — 3x),3 — 122 + 102?).

On pose w; = (1,1,0), donc (wy,w;) =2 et |Jw|| = V2.

Ensuite,
_ ((1,0,1),(1,1,0))
wy = (1,0, 1) — <(1’1,0)7(1’1’0)>(171,0)
= (1,0,1) - 3(1,1,0)
—(1/2,-1/2,1).
alors (wa, wo) = 3/2 et Jwa|| = 1/3/2.
Or,
B ((0,1,1),(1,1,0)) ((0,1,1),(1/2,-1/2,1))
ws = 0L U= 1o @ oy O a2, gz 1z oy AT YRD
_ 1 (1/2)
= (O, 1, 1) — 5(1, 1,0) — m(l/l 71/2, 1)
- %(—1,1,1).

Alors (w3, ws) = 4/3 et ||ws|| = 2/V/3.
Quand on normalise, on trouve la base ((1/v/2)(1,1,0), (1/v6)(1,—1,2), (1/v3)(—1,1,1)).

On pose w; = e;. Or, (wy,wy) = [1 O] {21 _11] [(ﬂ = 2. Donc ||wq]| = V2. On pose

Wy = span(wy).



(ea,wi) = [0 1] _21 *11 (1) = 1, donc wy = ey — (—1/2)w; = [1{2} (W, W) =
iz 1) |2 R = vz el = 12

Alors 1a base on. est (1/v/2w1, v2ws) — ([l/ﬂ , {1%2 )

a; = (a;,q1)q1 + - + (a;,an)an = Qr;.
Puisque la jeéme colonne de A est a; = Qr;, on a

A=lar--a,] =[Qry--Qrp] = Qfry---1p] = QR.

Par construction, a; € span(qs,...,q;). Donc R;; = (q;,a;) = 0 si ¢ > j. Alors R est
triangulaire supérieur.

Pour montrer que R est inversible, il suffit de montrer que R;; # 0 pour ¢ = 1,...,n. Mais
R;; = (q;,a;). Si R;; =0, alors a; € span(qy,...,q,—1) = span(ay,...,a;_1), contradiction.
On pose a; = [1 0 1]t et az = [1 1 0]*. On utilise le procédé de Gram-Schmidt pour trouver la
base o.n. q; = (1/v/2)[1 0 1], qo = (1/V6)[1 2 —1].

Ensuite on effectue les calculs : Ry = (q1,a1) = V2, Ro1 = (qz,a;1) = 0, Ri2 = (q1,a) =
1/v/2, et Roz = (qg,a2) = 3/1/6. Donc
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[0 1] . La vérification pour I'autre matrice est pareille. La premiere matrice donne une rota-

tion dans le plan de « radians, tandis que la deuxieme donne une réflexion dans la ligne de
pente tan(a/2) qui passe par l'origine (voir les exercices 2 et 3 de la série 13).

On note A = [Idy|p p. Par Dexercice 5(a) de la série 11, A=™' = [Idy]p,p’. Soient B =
(ut,...,up) et B" = (v1,...,v,). Alors u; = (v1,uj)v1 + -+ (Un, U;)v,. Done A;; = (v, u;).
De plus, v; = (u1,vj)us + -+ + (Up,v;)up, donc (A71);; = (u;,v;) = Aj;. Par conséquent,
A7l = A et A est orthogonale.

Tout d’abord, on remarque que (A~1)" = (AY) 7!, car (A~1)!A* = (AA~1)! = I' = I. Donc
(A1) A7L = (AH) 1A = (AAYH) ™! = 7! = . Pareillement, A"1(A71)! = A=1(A)~! =
(AtA)~t =171 =1. Alors A~! est orthogonale.

Supposons que A et B sont orthogonales. Alors (AB)!(AB) = B'A*AB = B!IB = B'B =1
et (AB)(AB)! = ABB'A! = AIA* = AA' = I. Donc AB est orthogonale.

On désigne O(n) 'ensemble de matrices orthogonales n x n et GL(n) le groupe de matrices
inversibles n x n (cf. Pexercice 4 de la série 8). On remarque que O(n) C GL(n) et O(n)
est stable par rapport & l'inversion et multiplication. De plus, I € O(n). Donc O(n) est un
sous-groupe de GL(n) et on écrit O(n) < GL(n).

Soit @; la ieme ligne de A. Alors §;; = (AAY);; = (d;,d;). Alors (dy,. .., d,) est orthonormale.
Soit a; la iéme colonne de A. Alors §;; = (A'A);; = ala; = (a;,a;). Donc (ai,...,a,) est
orthonormale.

Les deux listes sont des bases de R™ car elles



(f) i. Si A est orthogonale, alors (Av, Aw) = (AA'v,w) = (Iv,w) = (v,w) pour tout v,w €
R™. Réciproquement, supposons que (Av, Aw) = (v, w) pour tout v,w € R”. Notons e; le
vecteur de base standard. On remarque que e; est la ¢éme colonne de I. Or, pour tout w €
R", on a (AA'e;, w) = (Ae;, Aw) = (e;, w), alors (AA'e; — e;,w) = 0. Donc AA'e; = e;.
Mais AA’e; est la ieme colonne de AA?. Par conséquent, AA* = I. Pareillement, A'A = I.
Donc A est orthogonale.

ii. Supposons que A est orthogonale. Donc pour tout v € R”, [[Av||? = (Av, Av) = (v,v) =

| v||?. Mais la norme est toujours positive, donc || Av|| = ||v|. Réciproquement, supposons
que ||Av|| = ||v]| pour tout v € R". Alors
AV + W) = [lv+w|?
(Av + Aw, Av+ Aw) = (v+w,v+w)
(Av, Av) + 2{Av, Aw) + (Aw, Aw) = (v,v)+2(v,w)+ (w,w)
2(Av, Aw) = 2(v,w)

alors par (a), A est orthogonale.

4. D’abord on utilise le procédé de Gram-Schmidt pour trouver une base orthonormale de U. On pose
wy = (1,1,0,0). Alors

<(1’ ]‘707 0)’ (17 ]‘7 1’ 2)>

= (1,1,1,2) —
wp = (1,1,1,2) ((1,1,0,0),(1,1,0,0))

(17 17070) - (1’ 1, 172) - (2/2)(17 17070) - (0707 172)'

Alors ((1/v/2)(1,1,0,0), (1/v/5)(0,0,1,2)) est une base orthonormale de U. Le vecteur v € U qui
minimise ||u — (1,2, 3,4)|| est la projection orthogonale de (1,2,3,4) dans U :

Py(1,2,3,4)

((1,2,3,4), (1/v2)(1,1,0,0))(1/v2)(1,1,0,0) + ((1,2,3,4), (1/v5)(0,0,1,2))(1/v5)(0,0, 1,2)
= (3/V2)(1/v2)(1,1,0,0) + (11/v5)(1/V5)(0,0,1,2)

(3/4,3/4,11/5,22/5).

u

5. On pose U = {p € P3(R) | p(0) = 0,p’(0) = 0}. On vérifie que U s’agit d’un sous-espace; en
fait, si p(x) = ag + a1z + azx? + azx® alors p(0) = 0 ssi ap = 0 et p’(0) = 0 ssi a; = 0. Donc

U = span(x2,23). Il faut trouver une base orthonormale de U par rapport au produit scalaire

(p,q) = f_llp(x)q(m)dx. Mais I'on remarque que {(x?,z3) = 0, donc il suffit de normaliser les

deux polynémes. Or, (2%, 22) = f_ll zldr = 2/5 et (23,23) = f_llx6dx = 2/7. Donc on pose
pi(z) = \/5/22% et pa(x) = \/7/22%; alors (p1,p2) est une base orthonormale de U.
Le polynéme que ’on cherche est la projection orthogonale de 2 4+ 3z dans U :
p(z) = (5/2)(2+ 3z, 2%)x*(7/2)(2 + 3z, 2%)2*
= (5/2)(4/3)a” + (7/2)(6/5)a"
= (10/3)2” + (21/5)2,

car (2 + 3x,2%) = f_11(2x2 + 323)dr = 4/3 et (2 + 3z,23) = f_11(2:103 + 3zt)dr = 6/5.



