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1. (a) La premieére équation donne y = z + 1. Si l'on substitue ceci dans la deuxiéme équation, on

trouve que x = —2, donc y = —1. Par contre, si I'on substitue (—2,—1) dans la troisiéme, on
trouve que 2(—2) — (—=1) = —3 # —1. Donc le systéme est inconsistant.
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(b) On pose A = |1 —4| et b= |2]. Le systéme normal est A'AT = A'b. On effectue les
2 1 4
calculs :
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Le systeme associé est donc i
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2. A= 95 1 ,x—{b},etb— 28 . Alors
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Alors, ’équation de la parabole est
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m| 114 —8][24.05| _ [0.35
{b} "~ 30 {—8 23.5} [10.7] ~ {1.97]
Donc la droite est donnée par 1’équation y = (0.35)x + (1.97).
. On considere le systéme inconsistant
a(=2)2+b(-2)+c = 84
a(=1)2+b(-1)+c = 2.7
a(0)2+b(0)+c = 0.8
a(1)>+b(1)+c = 31
a(2)?+b(2)+c = 9.2
On voudrait trouver les valeurs de a, b et ¢ qui donnent la meilleure approximation a une solution.
On pose
(4 —2 1 8.4
1 -1 1 a 2.7
A=10 0o 1| #=1|b| b= |08
1 1 1 c 3.1
4 2 1 9.2
Alors
34 0 10
AtA=10 10 0
10 0 5
d’ou
1 5 0 -10
(A'A)t=—10 7 0
0110 0 34
Ensuite,
8.4
4 1 0 1 4f |27 76.2
Ab=1|-2 -1 0 1 2| |08 =] 2
1 1 1 1 1f 31 24.2
9.2
donc
a 1 5 0 -10| [76.2 1.99
bl==—=1]0 7 O 2 | =02
¢l l-10 0 34 |242] |os7

y = (1.99)z% + (0.2)z + (0.87).
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En appliquant le procédé de Gram-Schmidt & la base (1,z,22), on trouve la base orthonormale
(1,v3(22 — 1), vV5(622 — 62 + 1)) de Po(R). On remarque que ¢ : Po(R) — R, p(p fo Ye*dx
est un fonctionnel linéaire. Alors le polyndéme g désiré est donné par la formule

q(z) = o(1)(1) + o(V3(2z — 1)2)(V3(2z — 1)) + p(V5(6x% — 62 + 1)) (V5(62 — 62 + 1)).

Or, o(1) = fo e*dr = e —
w(\/f?(%f 1)) = V3[2¢(x) -
V/5[7e +17]. Alors
gz) = (e—1)(1)+[~V3(e+ 1)]V3(2z — 1) + V5[7e + 17]V5(62° — 62 + 1)
= 30(7e + 17)2* — 6(36¢ + 86)x + 3(13e + 29).

1, p(x) = [l ze"dr = 1, et p(a?) = [  a?e*dz = e + 2. Donc
p(1)] =

—V3(e+1) et (\/5(6x2—6x+1)) = VB[6p(22—6p(x)+¢(1)] =

(a) Soient p,q € P2(R) et a,b € R. Alors p(ap + bg) = (ap + bg)(1/2) = ap(1/2) + bg(1/2) =
ap(p) + bp(q). Donc ¢ est linéaire.

(b) alx) = o(1)(1) + $(v32r — 1)V/3(2z — 1) + $(VB(622 — 62 + 1))V5(62% — 62+ 1). (1) = 1,
o(vV3(2z — 1()) =0, et p(v/5(62% — 62+ 1)) = —/5/2. Donc ¢(z) = (1)1 + (0)V3(2z — 1) +

(—v5/2)v5(62% — 62 + 1) = —3/2 + 152 — 1522.
(a)

T*(x7y) = <($,y)7T( )>(1,0)+<($,y),T(0,1)>(071)
= ((z,9),(1,0))(1,0) + ((z,y), (1,1))(0,1)
= 2(1,0)+ (z+y)(0,1)
= (xr,z4vy).

(b) Dans F, le produit scalaire est donné par (A, ) = Aji. Pour A € I, on veut trouver T\ € V
tel que (v, T*A\) = Tv - A = (v, w)A = (v, \w) pour tout v € V. Evidemment, T*\ = A\w.
()

n

T*(mla cee axn) = Z«xlv s 7$n)aT(€i)>ei
=1

= Z((ml, cey ), €11)€

i=1

n—1
= E Ti41€4
i=1

= (mo,x3,...,Tn,0).

On remarque que ker(T* — Ady) = ker(T — Mdy)* = Im(T — Aldy )*. Alors A est une valeur propre
de T* ssi Im(T — AMdy )+ # 0 ssi Im(T — Mdy) # V ssi ker(T — Mdy) # 0 ssi A est une valeur
propre de T'.
Supposons que U est invariant par rapport & T, soient u € U et v € UL. Alors (u, T*v) = (Tu,v) =0
car Tu € U et v € UL. Donc T*(UL) C U*. Réciproquement, supposons que U~ est invariant par
rapport & T*. Soient u € U et v € UL. Alors (Tu,v) = (u, T*v) =0 car u € U et T*v € UL. Donc
Tu € (U+)*+ = U. Par conséquent, T(U) C U.

(a) SikerT = 0 alors ImT* = (ker T')* = V donc T* est surjective. Réciproquement, si Im T* = V/,

alors ker T = ker T** = (ImT*)+ = V1L = 0. Donc T est injective.
(b) On identifie T'= T** et applique (a).



