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. On considere Ty, Tp : F? — F2, ot A = B g et B = (1) 1 . Evidemment, 4 = A* et B = B*,
alors T4 et T sont auto-adjoints. Mais AB = [ } [ } AB)*, donc T4 o T n’est pas
auto-adjoint.

. Démonstration par récurrence. Evident pour k = 1. Supposons que (T5~1)* = (T*)k~1. Alors

(TF)* = (TF1T)* = T*(TF 1) = T*(T*)*~1 = (T*)*, ce qui termine I’étape de récurrence.

(a) Pour tout v € V, || Tv|| = ||T*v||. Alors ||Tv|| = 0 < ||T*v|| = 0. Par conséquent, Tv = 0 <
T*v = 0. Donc ker T' = ker T™*.

(b) ImT* = (ker T)* = (ker T*)* =ImT.

(a) On démontre la proposition par récurrence. Pour k = 1 c’est la définition d’opérateur normal.
Supposons, pour un certain k > 2, que T* commute avec T*~1, c.-a-d. que T*T*~1 = T+-1T*,
Alors T*T* = T*T*='T = T+F=1T*T = TF=1TT* = T*T*, ce qui termine la récurrence.

(b) La preuve est par récurrence. Pour k = 1 c’est évident. Supposons que 7%~! est normal, k > 2.
Alors (Tk)*Tk — (Tk—lT)*Tk:—lT — T (Tk—l)*Tk—lT _ T*Tk—l(Tk—l)*T — Tk—lT* (T*)k—lT —
T (T*)F~1 = TFITT*(T*)k=1 = T*(T*)* = T*(T*)*. On a utilisé les exercices 2 et 4a.

Tout d’abord, le noyau. On utilise la récurrence. Si k = 1 ¢’est évident. Supposons, pour un certain
k > 1, que ker T*~! = kerT. Soit v € kerT. Donc Tv = 0, d’ott TFv = T*~}(Tw) = 0, alors
v € kerT*. Par conséquent, ker T C ker T*. Réciproquement, supposons que v € ker T*. Alors
T(T*'v) =0, donc TF~tv € ker T = (ImT*)* = (ImT)*, en utilisant le résultat de I’exercice 3b
et le fait que T est normal. Or, kK —1 > 0, alors T*~'v € ImT". Donc T*~'v € InT' N (Im7T)* = 0.
Par conséquent, 7%~ v = 0, c.-a-d. que v € ker T*~1 = ker T' par hypothese, ce qui termine I’étape
de récurrence.

Ensuite, I'image. Soit k > 1. T*v = T(T*~1v) alors ImT* C ImT. Réciproquement, on considere
Tv; il faut montrer qu’il existe u € V tel que Tv = TFu. Or, V. = ImT* ! @ (Im T+~ 1)+
Mais (ImT*~1)+ = ker(T*~1)*. Selon 'exercice 4b, T*~! est normal. Donc, par l’exercice 3a,
(Im T*=1)+ = ker T*~!. De plus, ker T*~! = ker T par la premiere partie de cet exercice. Alors, on
peut écrire v € V sous la forme v = T~ lu+w, ot u € V et w € ker T. Donc Tv = T(T*tu+w) =
Tk,

(1,2,3) et (2,5,7) sont des vecteurs propres de 0 et 1, respectivement. T est supposé auto-adjoint,
donc normal. Alors les vecteurs propres des valeurs propres distinctes sont orthogonaux. Mais
((1,2,3),(2,5,7)) = 33 # 0. Donc un tel opérateur n’existe pas.

Si T est auto-adjoint, alors on a vu dans le cours que toute valeur propre de T est réelle.
Réciproquement, supposons que 7' est un opérateur normal tel que toute valeur propre de T est

réelle. Par le théoreme spéctral, il existe une base orthonormale (eq,...,e,) de V qui consiste en
vecteurs propres de 1. On pose Te; = \;e;. Par hypothese, A\; € R. Alors pour tout i, T*e; = \je; =
Aie; = Te;. Puisque (e, ..., e,) est une base de V, il s’ensuit que T* = T.



8. Puisque T est normal, il existe une base orthonormale (ey,...,e,) de V de vecteurs propres de
T. On pose Te; = \e;. Pour tout 4, il existe p; € C tel que p? = X;. On définit S € L(V) par
Se; = pie; pour tout i. Donc (S o S)e; = S(Se;) = S(pie;) = piSe; = pe; = \ie; = Te;. Par
conséquent, T'= S o S.

Remarquons que cette preuve marche pour n’importe quel opérateur diagonalisable; on n’a pas
utilisé le fait que la base est orthonormale.



