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lz+yl* = (z,2)+2(x,y)+ (y,9) (1)
lz—yll® = (z,2)—2(z,9) + (y,v) (2)

donc (1) — (2) nous donne
lz +yl* = llz = ylI* = 4z, y).

(b)

lz+yl> = (2,2) +(z.y) + (y.2) + (y,y (3)
lz—yl* = (z.2) = (z.9) - {y,2) +(y (4)
ile+ayl* = iz,2)+(z,y) - (y,2) +ily, y) (5)
ile =iyl = ir,2) —(z,y) + {y,2) + iy, y) (6)

alors (3) — (4) + (5) — (6) donne

lz +ylI* = llz = ylI* + illz +ayl* — illz — iy||* = 4(z, ).

. On pose A = [T|p = {a C} Puisque B est orthonormale, A* = [T*]|g. Alors A*A = AA*.

I

{aercQ abJrcd] _ {a2+b2 achbd}

Explicitement,

ab+ed b+ d2 ac+bd %+ d2

Alors a®? + b2 =a? +c?> = b?> = c® = ¢ = +b. Si ¢ = b alors T est auto-adjoint, contradiction. Alors
¢ = —b. Du coefficient (1,2), on trouve maintenant que ab — bd = —ab+ bd, donc 2b(a — d) = 0. Or,
b # 0 car T n’est pas auto-adjoint, donc a = d.

. Si U est muni d’un produit scalaire par rapport auquel 7" est auto-adjoint, alors le théoréme spectral
réel nous dit qu’il existe une base B de U de vecteurs propres de T'.

Réciproquement, supposons qu'il existe une base B = (v1,...,v,) de U telle que Tv; = \;v; pour
tout i. Nous construisons un produit scalaire tel que cette base est en fait orthonormale. On définit
(vi,v5) = 1sii=j, 0 sinon. Ceci détermine une forme bilinéaire ( , ) : U x U — R. Supposons que
w € U. On écrit u = ajvy + -+ - ayv,. Done (u,u) =af + -+ a2 >0, et (u,u) =0 si et seulement
sia; =--- =a, =0, c-a-d. si u = 0. Donc on a bel et bien définit un produit scalaire sur U.
Or, si u = 31" aw; et w = 377 bvy, alors (Tu,v) = 37, - aibj(Tvi,v5) = 35, 5 aibjhi(vi,vy) =
Yoi, aibiA;. Pareillement, (u, Tw) = Y1, a;bi\; = (Tw,w). Donc T est auto-adjoint.



. On considére la réflexion R dans le vecteur @ € R2, i # 0. On peut supposer que ||@|| = 1. On
choisit 1’ € (span(w))+ de norme 1. (Rappelons que dim(span(w))* = 1.) Alors R = 2Pz — 0 =
20 — W = @ et R’ = 2Pz’ —w =0 — ' = —'. Donc @ et @' sont des vecteurs propres de R.
De plus, (w,4") est une base orthonormale de R?. Par conséquent, R est diagonalisable.

. Soit S € L(R?) une isométrie. Il existe une base (i1, i2) de R? telle que [S]p = {il 0 ] ou

0 +£1
[S]p = {cgsa MY Dans ce dernier cas, S est évidemment une rotation de 'angle «. Si
sina  cosa
[S]p = I alors S est une rotation de 1'angle 0. Si [S]p = —I5 alors S est une rotation de I'angle
7. Si[S]p = [01 (1)] alors S est une réflexion dans @y. Si [S]p = [(1) _01] alors S est la réflexion

dans .

. Faux. Soit V' = R? avec le produit scalaire euclidéen. On définit S € L(R?) par S(1,0) = S(0,1) =
(1,0). Alors ||S(1,0)| = [|S(0,1)|| = 1, mais ||S(1,-1)|| = 0 # V2 = ||(1,—1)|. Donc S n’est pas
une isométrie.

. Une isométrie est normal, donc il existe une base orthonormale B = (i}, i, 3) de R? telle que
[S]s est diagonale en blocs, avec chaque bloc de taille 1 X 1 ou 2 x 2. Puisque la dimension est 3,
au moins un bloc est de taille 1 x 1. Sans perte de généralité, on peut supposer que ce bloc est dans
la premiére colonne. Donc 7 est un vecteur propre de S, c.-a-d. que Su; = Aw;. Mais S est une
isométrie, donc 1 = ||if1|| = ||S@1|| = |A|. Alors A = £1. En tout cas, S%i; = ;.



