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1. (a) 2*+822+16x —4 = (v +5)(22+ 32 — 1) + (22 + 1). On remarque que x — 1 = (1)(z — 1) + (0)
et que 22 — 1 = (z+ 1)(z — 1) + (0). Un calcul montre que 2* — 1 = (2% +z + 1)(x — 1) = (0).
On devine que 2™ — 1 = (z" ' 4+ 2" 2 +--- + 2z + 1)(z — 1), ce qu’on vérifie par récurrence.
Supposons que ¥ —1 = (zF" 1+ +2+1)(z—1). Alors ¥t —1 = (21 —2¥) + (2 - 1) =
-1+ @+ ar+)(@—1) = (" +2F 1+ +2+1)(z — 1), et la récurrence est
terminée.
(b) Si ¢ divise p, alors il existe s € P(F) tel que p(x) = s(x)q(x) pour tout = € F. Soit A € F une
racine de ¢(z). Alors p(A) = s(A)g(A) = s(A)(0) = 0. Donc A est une racine de p.
(¢) Supposons d’abord que x — A divise p. Or, A est une racine de  — A, alors A est une racine de
p, par 'exercice ci-dessus.
Réciproquement, supposons que A est une racine de p. Par I'algorithme de division, il existe
un polynome r tel que degr < deg(zx — A) = 1 ou r = 0, et un polynoéme s tel que p(z) =
(x — AN)s(z) + r(x). Supposons que r # 0. Alors degr = 0, c.-a-d. que 7(x) = a, a € F, a # 0.
Donc 0 = p(A) = (0)s(A) + r(A) = a, contradiction. Donc r = 0, et p(x) = (z — A)s(x), c.-a-d.
que (z — \) divise p.
2. (a) Différence de carrés : 2% —1 = (22 +1)(2? — 1) = (22 +1)(z + 1)(z — 1) dans P(R). Dans P(C),
> +1=22-2=(x+i)(x—1i),donc 2* — 1= (z+i)(z—i)(x+1)(x—1).
(b) On utilise I'exercice 1(c) et cherche une racine. (1)3+(1)2—2 = 0, donc = — 1 divise 2® + 2% — 2.
En effet, 23 + 22 — 2 = (2% 4+ 22+ 2)(z — 1). Or, essayons de trouver une racine de x? + 2z + 2,
c.-a-d. une solution a I’équation z2 + 2z +2 = 0. Alors (z +1)2+1 =0, ou (z + 1)? = —1.
Si F = R, on ne peut plus décomposer. Mais si F = C, alors z + 1 = %4, ou x = —1 £ 4, alors
+a?-2=(x+1+i)(z+1-19)(z—1).
(c) Supposons que 622 + x — 2 = (ax + b)(cx + d). Alors 622 + x — 2 = (ac)x? + (ad + be)zx + bd,
donc ac = 6, bd = —2, et ad + bc = 1. Les possibilités pour a et ¢ sont 1 et 6, —1 et —6,
2 et 3, et —2 et —3, tandis que les possibilités pour b et ¢ sont 1 et —2 ou —1 et 2. Une
combinaison qui donne ad + bc = 1 est, par exemple, a = 2, b = —1, ¢ = 3, et d = 2. Alors
622 +x — 2= (22 — 1)(3z + 2) (dans P(R) et P(C)).
3. (a) Dans la série 22, on a vu que C? est I'espace propre généralisé pour A = 0. Alors la multiplicité

de A = 0 est de 2. Donc le polynéme caractéristique de T est (z — 0)? = 22.

(b) Dans la série 22, on a trouvé que T' a deux valeurs propres, i et —i. La dimension de chaque
espace propre généralisé est de 1. Alors le polynome caractéristique de T est (z —i)(z + 1) =
224+ 1.
(¢) La seule valeur propre de T est A = 5, de multiplicité 2. Donc le polynéme caractéristique est
(2 —5)2 =22 — 10z + 25.
4. Tout d’abord, on trouve les valeurs propres de T'.

T(w,z,y,2) = MNw,z,y,2)
(w=2r+y+z,w—2x+220) = (Aw Az, Ay, \z2)



5.

Donc w—2x+y+ 2= w, w—x+ z\x, 2 = Ay, et 0 = A\z. De la derniere équation, on a A =0
ouz=0.SiA#0,alors \y =z =0 = y = 0. De la deuxiéme équation, w = (A + 1)z ; faisant la
substitution dans la premiere équation, on trouve que (A + 1)z — 2z = A(A+ 1)z, ou (A2 + 1)x = 0.
Six =0 alors w = 0, et on a déja que y = z = 0, et on a supposé tacitement que (w,x,y,z) # 0.
Donc A2 +1 =0, c.-a-d. que A\ = =+i.

Ensuite, on trouve les espaces propres généralisés. Pour A = 0, on a T?(w,z,y,2) = (—w +y, —x +
¥,0,0), T*(w,z,y,2) = T*(T?*(w,r,y,2)) = (w —y,x — y,0,0). Alors Uy = ker(T — 0 - Idc4)* =
{(w,z,y,2)|lw =y, z =y} =span((1,1,1,0),(0,0,0,1)). On remarque que la multiplicité de A =0
est 2. Egalement, ((1,1,1,0),(0,0,0,1)) est une base de U.

Pour A =i et A = —i, on a forcément que les multiplicités sont 1 (car 4 = mg + m; + m—_;, mg = 2
et m;,m_; > 1). Alors un vecteur propre généralisé est un vecteur propre tout court. On sait déja
quesi A #Oalorsy =z =0et w= (A+1)z. Pour A =4, on a ker(T' —ildc2) = span((1+14,1,0,0)).
Pour A\ = —i, on a ker(T — ild¢2) = span((1 — 4,1, 0,0)).

Donc la base de vecteurs propres généralisés est

B =((1,1,1,0),(0,0,0,1), (1 +4,1,0,0), (1 — 4,1,0,0)).

On remarque que (1,1,1,0) est une base de ker T, et les derniers deux vecteurs sont des vecteurs
propres. Alors il faut calculer [7(0,0,0,1)]5 =[(1,1,1,0)]5 = (1,0,0,0). Donc
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(a) On montre plutot que T n’est pas inversible si et seulement si ag = 0, ou (ce qui 'équivaut)
que T n’est pas injectif si et seulement si ag = 0.
Soient Ay, ..., A, les valeurs propres distinctes de T'. Le polynome caractéristique de T est

(z=A)"™ (2= )™

ou m; est la multiplicité de la valeur propre A;. Alors ag = £A"* -+ A", Donc ag = 0 si et
seulement si A\; = 0 pour un certain 4, c.-a~-d. ag = 0 si et seulement si 0 est une valeur propre
de T. Mais 0 est une valeur propre de T si et seulement si le noyau de T est non-nul, et le
noyau de 7" est non-nul si et seulement si 7" n’est pas injectif.

(b) Par le théoréme de Cayley-Hamilton, si p est le polynéme caractéristique de T', alors p(T") = 0.
On écrit p(x) = ap + a1z + - -+ + ana™. Alors

aol + a1 T +---+a,T" =0.

Mais T est inversible, donc ag # 0, alors

I=T _ai (a1[+a2T+~-~+anT"_1)} = [_al (a1l +asT+ - +a,T" )| T.
0 0

Par conséquent, T~ = ¢(T), o

1
Q(l’) = T (a1 +agx + -+ anxn—l) _



