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1. (a) N2(w,x,y, Z) = N(IE, y707w) = (y70707x)a N3(w71'7y7 Z) = N(yaoa Oa I) = (0707 Oa y)7 N4(w7xaya Z) =
N(0,0,0,y) = (0,0,0,0), donc N* =0 et N est nilpotent.
(b) Du calcul ci-dessus, N3¢3 = &, # 0 et N*&; = 0. En fait, (N3e3, N2¢€3, Né3, €3) = (€4, €1, €, €3)

est tout simplement une permutation de la base standard. Puisque Néy = 0, Né&j = éy,

01 00
Né, = ¢, et Né5 =é, ona [N]p = 8 8 (1) (1)'
0000

(c) Nous suivons la méthode au-dessus, nommément, de trouver p € Po(F) tel que D?p # 0 mais
D*p = 0. Nous trouvons que D3(t3) = 6 et D*(t3) = 0, donc B = (6, 6t,3t%,1%) est une base
de P3(F) (voir s. 22, ex. 2), et [D]p est la matrice désirée.

2. (a) II faut trouver T' € L(C*) tel que T? = 0 mais T # 0. On a du choix, mais T'(z1, 22, 23, 24) =
(23, 24,0,0) est un tel opérateur.

(b) Le polynome minimal de I'opérateur 0 € L(C?) est z. Le polynéme minimal de I'opérateur

S € L(C?) associé a la matrice [(1) ﬂ est (z—1)? (car S # I mais (S —I)? = 0). Donc le po-
00
lyndéme minimal de 'opérateur associé a la matrice 11 est z(z—1)%. Explicitement,
0 1

T(w7 T, Y, Z) = (07 0,y + z, Z)

(c) Ty (w,z) = (x,0) vérifie Ty # 0 mais T? = 0. Tx(y,2) = (y + z,2) vérifie Ty # I mais
(T, —1)% = 0. Par conséquent, le polynéme minimal de 'opérateur T'(w, z,y, 2) = (z,0,y+z, 2)
est 22(z — 1). (La matrice de T est diagonale en blocs, donc 2(b) s’applique.)

0
3. (a) On choisit la matrice diagonale en blocs, (1) 1 , alors T'(w, z,y,2) = (0,z + y,y, 32).
3
0
(b) On peut choisir une matrice diagonale 1 , alors T(w, z,y,2) = (0,2,y,3z).
3
4. L’opérateur associé & la matrice (2) _24} est T(xz,y) = (2¢ — 4y, 2y). Nous devons trouver une

Y)
base B = (w,ws) telle que TWwW; = 2w et TwWy = Wy + 2Ws. On voit déja que T'(1,0) = 2(1,0),
alors on pose Wy = (1,0). Or, T(0,1) = (—4,2), alors T(0,—1/4) = (1,—-1/2) = (1,0) + 2(0, —1/4).



5.

Evidemment, ((1,0), (0, —1/4)) est linéairement indépendente, et donc elle est la base de Jordan

La matrice Jordan est

SO = OO OO

(a)

(b)

— —

| = €1, Up = €, U3 = €3 — & (alors TU3 = (€1 + €2 + €3) — (€1 + €2) = €3 = Uy + U3).

O O =
O = =
== O

— — —

1 = €1, Vg = 61 + gg, 173 = 53. Matrice Jordan
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: base de Jordan (€3, €1, €3), matrice Jordan |0 1].
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i et —i sont les valeurs propres. Une base de ker(T —iI)* est ((i,1,0,0),(0,0,4,1)) ; une base de
ker(T+il)* est ((1,4,0,0),(0,0,1,7)). On vérifie que B = ((i, 1,0, 0), (0, 0,4, 1), (1,4,0,0), (0,0, 1,4))
est linéairement indépendente et donc une base de C*. Or, T'(4, 1,0,0) = i(i, 1,0,0), T(0,0,i,1) =
i(i,1,0,0) +(0,0,4,1), T(1,7,0,0) = —i(1,7,0,0), et T(0,0,1,i) = —i(1,i,0,0) — i(0,0,1,4).
alors

i 1 0 0
0 i 0 0
[T]B_OO—i —i
00 0 —i

On pose v1 = (4,1,0,0) et vo = (1/4)(0,0,4,1) = —i(0,0,%,1) = (0,0,1, —3). Alors Tvy =
(i,1,4,1) = vy + ivy. Pareillement, on pose vy = (1,4,0,0) et vg4 = (1/(—1))(0,0,1,7) =
i(0,0,1,4) = (0,0,4,—1). Donc Tvy = v3 — ivg. Alors (v1,v2,v3,v4) est une base de Jordan, et
la matrice Jordan est

i1 0 0
0« 0 O
00 — 1
00 0 —i



