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1 0 0
T(0,1,0) = (0,1,0), donc on prend la base B = ((0, 1,0), (1,0,0), (0,0,1)). Puis [T]p = |0 0 —1].
01 0
0 -1 . . . .
Le bloc [1 0 ] n’a pas de valeur propre réelle, donc la matrice n’est pas diagonalisable.

T(1,1,1) = (1,1,1), alors (1,1, 1) est un vecteur propre de T. Au lieu de chercher des autres valeurs
propres, nous complétons la base ; disons B = ((1,1,1),(1,1,0),(1,0,0)). Or, T(1,1,0) = (0,1,1) =

1 1 0
(1,1,1) — (1,0,0) et T(1,0,0) = (0,1,0) = (1,1,0) — (1,0,0). Donc [T]p = [0 0 1 |. Ensuite,
0 -1 -1

nous nous demandons si {01 11} a une valeur propre réelle. Supposons que [01 11} [z] =

A [ﬂ . Alors z = \y et —y — 2z = Az. Donc —y — Ay = A%y, ou (A2 + A+ 1)y = 0. Puisque 22 +z + 1
n’a pas de racine réelle, ce bloc n’a pas de valeur propre et on a fini.

(a) On procede bloc par bloc et calcule (AB);; dans les cas i,j < ny, i > nj et j < ny, et i, j > n;.
Tout d’abord, supposons que i, j < n;. On remarque que

A — (A1) stk <my
ik = 0 sik>ny

et pareillement pour By;. Donc

ni+nz niy
(AB)j = Z AigByj = Z(Al)ik(Bl)kj = (A1By)j.
k=1 k=1
Ensuite, supposons que ¢ > ny et j < ny. Si k < nq, alors A;, =0, et si k& > nyq, alors By; = 0.
Donc
ni+nq ni ni+ng
(AB)ij = > AwBrj=> (0)Bij+ Y Air(0)=0.
k=1 k=1 k=nq+1

Finalement, supposons que i,j > ny. Si k < nq, alors A; = 0, et si kK > nq, alors Ay, =
(A2)i—ny k—n,- De plus, si k > ny, Brj = (B2)k—n,,j—n,- Donc

ni+ns ni+ng
(AB)ij = Z AikBkj = Z (A2)i_n17k_n1 (BQ)k—nlJ—”ll = (AQBQ)i—nhj—nl'
k=1 k=ni1+1
Par conséquent,
o AlBl *
wehm o]
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(b) D’abord on montre que A™ = { 0 A*m} pour tout m > 1. C’est évident pour m = 1.
2

m—1
Supposons par récurrence que A™ 1 = [Alo Anzkl] . Alors
2
A w1 [Amt * AT %
m __ m—1 __ 1 1 _ 1
a5 L ] [T ]

ott on utilise 3(a) avec B = A™~1.
Supposons que p(z) = > a;z’. Alors

p(A) = Z%‘Ai
i=0

- [0 g

i=0
s
0 2imo @iy
_ p(4A1) *
0 p(A2)]"
(¢) On utilise récurrence sur k. Pour k = 1 c’est évident. Supposons vrai pour k — 1. On pose D =
Ch * D p(Ch) *
L . Donc C = [0 C:k ] et p(D) = (par hypothése
k
0 Cr_1 0 p(Cr-1)
de récurrence). Alors par 3(b),
p(C1) *
p(D) * *
pe) = | |-
0 p(C) 0 p(Ch1)

p(Ck)

4. (a) ca(z)=(z—0)(z —0)— (1)(1) = 2% — 1.
(b) Ta(1,1) = (1,1), Ta(1l,—-1) = (=1)(1,-1), alors ((1,1),(1,—1)) est une base de vecteurs
propres.
(¢) [Tals = Ll) _OJ Le polynome caractéristique est (z—1)(z— (—1)) = (0)(0) = 22— 1 = ca ().
5. A2 = —I, alors p(A) = A2 =24+ 1 = (—=I) —2A + 1 = —2A. Donc p(A) est inversible si et
seulement si A est inversible, et (p(A))~! = (—=1/2)A~L. Puisque A? = —I, alors —A? = I, c.-a-d.
que (—A)A = A(—=A) = I. Donc A~! = —A. Par conséquent, (p(4))~! = (=1/2)(—A4) = (1/2)A =

e o)



