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1. (a) On vérifie que A n’a pas de valeur propre. Alors le polyndme caractéristique de A est g(z) =
(x—1/v2)(x—1/v2)—(~1/v/2)(1//2) = 2> —+/22+1. Selon le théoreme de Cayley-Hamilton,
q(A) =0, donc T3 — v/2T4 + Idg> n’est pas injectif. Puisque (—v/2)? < 4(1), (—v/2,1) est la
paire propre de A.

(b) Soit T T'opérateur associé a la matrice. On considére la base B = (eq, €1, e3). On vérifie que

4 3 2
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[T]p = [0 1 —1|. On vérifie que la matrice {1 2] n’a pas de valeur propre. Alors
o1 2

son polynome caractéristique est ¢(z) = (r — 1)(z — 2) + 1 = 22 — 3z + 3. Un calcul de
[T)% — 3[T g + 31 montre que T? — 3T + 3Idgs n’est pas injectif (la matrice a une ligne nulle).
Puisque (—3)? < 4(3), (-3, 3) est une paire propre de 7. C’est la seule car la dimension de R?
est de 3.

(¢) Soit T Topérateur associé a la matrice. On considere la base B = (eq, €3, €1,€4). Alors
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Les blocs [1 O] et [\/3/2 1/2
—m/2 et 7/3, respectivement). Pour le premier bloc, le polynoéme caractéristique est (z—0)(z—
0) — (=1)(1) = 22 + 1, qui donne la paire propre (0, 1). Pour le deuxieme bloc, le polynome
caractéristique est (z — 1/2)(z — 1/2) — (=v/3/2)(v/3/2) = 2® — 4+ 1 et la paire propre est
(=1,1).
2. Soient ms et my; les multiplicités de 5 et 7, respectivement. Supposons que T a une paire propre de
multiplicité M. Alors 3 > ms + my +2M > 1+ 1+ 2 = 4, contradiction.
3. Par hypothese, il existe v € V tel que T" 2v # 0 et T" v = 0. Selon I'exercice 2 de la série
22, (v,Tw,...,T" 2v) est linéairement indépendante. Soit w € V, w & span(v,...,T" 2v). Alors
B = (v,...,T" 20, w) est une base de V, et

] n’ont pas de valeur propre (ils sont les rotations par
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Par conséquent, le polynome caractéristique de T est (z —0)" "} (z —\) = 2" 1 (z — A). Alors T n’a
pas de paire propre. Si A = 0, alors T a une valeur propre ; autrement, il en a deux.

. Puisque S est une isométrie, il existe une base orthonormale B telle que [S]p est diagonale en blocs,
cosf —sind
sinf  cos6
caractéristique de Ay est (x — cos 0)? +sin®§ = 22 — (2 cos §)x + cos? 6 +sin? § = 22 — (2 cos )z + 1.
Or, (2cos6)? = 4cos?0 < 4 (car § # km, k € Z). Donc toute paire propre de S est de la forme
(=2cos0,1), 0 # km pour k € Z.

ou chaque bloc est soit [£1], soit de la forme Ay = [ } , 0 # km avec k € Z. Le polynéme



