
Algèbre linéaire 1ère année SÉRIE 4 le 14 novembre 2005

L’exercice 5 est à rendre le 21 novembre au debut de la séance d’exercices.

1. Calculer les sommes des sous-espaces suivants. Lesquelles sont directes ?

(a) U = {(t1, 2t2, 0, 0) ∈ F4 | t1, t2 ∈ F} et U ′ = {(s1, s2, 0, s1) ∈ F4 | s1, s2 ∈ F}.
(b) U et V dans P(F), où p ∈ U si et seulement si p est un polynôme dans z2

(c-à-d toutes les puissances de z dans p sont paires), et q ∈ V si et seulement
si z divise q.

(c) U = {(0, t,−t) ∈ F3 | t ∈ F} et U ′ = {(−s, 0, s) ∈ F3 | s ∈ F}.
2. Soit U un sous-espace de V . Déterminer U + U .

3. Soit V un espace vectoriel et soit S(V ) l’ensemble des sous-espaces de V .

(a) Montrer que l’addition de sous-espaces est commutative :

U1 + U2 = U2 + U1 ∀ U1, U2 ∈ S(V ).

(b) Montrer que l’addition de sous-espaces est associative :

(U1 + U2) + U3 = U1 + (U2 + U3) ∀ U1, U2, U3 ∈ S(V ).

(c) Montrer qu’il existe un « élément neutre » par rapport à l’addition de sous-
espaces, c-à-d un sous-espace Z tel que

Z + U = U + Z = U ∀ U ∈ S(V ).

(d) Soit U ∈ S(V ). Montrer que s’il existe W ∈ S(V ) tel que U + W = Z (où Z
désigne le sous-espace neutre par rapport à l’addition), alors U = W = Z.

Un ensemble muni d’une telle structure, c-à-d d’une opération commutative et as-
sociative avec élément neutre, est appellé monöıde commutatif.

4. On se rappelle de la série 3 l’espace vectoriel F(F,F) des applications de F dans F,
et ses sous-espaces F(F,F)+ et F(F,F)− des applications paires et impaires, respec-
tivement. Montrer que

F(F,F) = F(F,F)+ ⊕ F(F,F)−.

5. Soient X un ensemble et V un espace vectoriel. Soient U,W des sous-espaces de
V . On rappelle que [X, U ] désigne le sous-espace de F(X,V ) des applications de X
dans U . Montrer que

[X,U + W ] = [X,U ] + [X, W ].

Quand est la somme directe ?

6. Montrer que l’ensemble {1, 1 + z, 1 + z + z2, 1 + z + z2 + z3} engendre P3(F).

7. Montrer que si {v1, . . . , vn} engendre V , alors l’ensemble

{v1 − v2, v2 − v3, . . . , vn−1 − vn, vn}
l’engendre aussi.
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