
Algèbre linéaire 1ère année SÉRIE 12 le 23 janvier 2006

L’exercice 4c est à rendre le 30 janvier au début de la séance d’exercices.

1. On considère l’opérateur T ∈ L(R3) défini par

T (x, y, z) = (x−
√

3y,
√

3x + y, z).

(a) Montrer que 1 est la seule valeur propre de T et trouver tous les vecteurs
propres y associés.

(b) Montrer que {(x, y, 0) | x, y ∈ R} est invariant pour T .

2. Montrer ou donner un contre-exemple : soit V un espace vectoriel de dimension finie.
Si le sous-espace vectoriel U de V est invariant pour tout opérateur de V , alors soit
U = {0}, soit U = V .

3. Soient S, T ∈ L(V ) tels que S ◦T = T ◦S. Montrer que ker(T −λ · IdV ) est invariant
pour S, pour tout λ ∈ F.

4. Pour chaque opérateur T , trouver toutes les valeurs propres de T et les espaces
propres y associés.

(a) T ∈ L(P1(F)) ; T (a + bt) = b + at.

(b) T ∈ L(F3) ; T (z1, z2, z3) = (5z1,−z3, 0).

(c) T ∈ L(C3) ; T (w1, w2, w3) = (w3, w1, w2).

(d) T ∈ L(P2(F)) ; T (p) = t·D(p) (voir l’exercice 1(a) de la série 9 pour la définition
de l’opérateur D).

(e) T ∈ L(Fn), n > 0 un entier ; T (x1, . . . , xn) = (x1 + · · ·+ xn, . . . , x1 + · · ·+ xn).

5. Soient S, T ∈ L(V ). Montrer que S ◦ T et T ◦ S ont les mêmes valeurs propres.

6. Soit T ∈ L(V ). Montrer que si tout vecteur dans V est propre, alors T est un
multiple scalaire de IdV .

7. Soit V un espace vectoriel sur F.Dur !

(a) Montrer que V ∼= F({0, . . . , n− 1},F) si et seulement si dim V = n.

(b) Montrer que F∞ ∼= F(N,F), où N = {0, 1, 2, 3, . . .} désigne le monöıde des
nombres naturels. Il est donc raisonnable de dire que la dimension de F∞ est
le cardinal de N, c’est-à-dire le premier cardinal infini.

(c) On définit T ∈ L(F∞) par

T (z1, z2, . . .) = (z2, z3, . . .).

Trouver toutes les valeurs propres de T , et les espaces propres y associés.

(d) Comparer le cardinal de l’ensemble des valeurs propres et le cardinal de N.


