Algebre linéaire 1% année SERIE 16 le 20 mars 2006

L’exercice 2 est a rendre le 27 mars au début de la séance d’exercices.
Notation. Si z € C, alors Z désigne le conjugué complexe de z; si z € R alors Z = z.

1. Les applications V x V — [ suivantes sont-elles bilinéaires 7 symétriques ? des produits
scalaires sur V' 7

(a) V =F? ((x1,22), (y1,92)) = 2% + 2192 + 13,

(b) F=R,V= R27 <(.%'1,.%'2), (3/1:3/2» = (.%'1 - 1'2)(:‘/1 + y2)7

(c) V ="2(F), (p.q) = p(1)q(),

(d) V =3(F,F), {f.9) = f(g(3)),

(e) (¥,w) =T (V)T (W), ou T :V — F est une application linéaire.

2. Soit a < b € R. On considere C([a, b]), 'espace vectoriel des applications continues

fila,b] = R

(a) Montrer que

b
(9) = [ fOg(0)r
a
définit un produit scalaire sur C([a, b]).
(b) Montrer que sin(x) et cos(x) sont orthogonales par rapport au produit scalaire
e
(f,9):= [ f(t)g(t)dt.
—T
3. La transposée conjuguée d’une matrice A = (a;;) € Mat(m,n,C) est la matrice A* €
Mat(n,m,C) avec (A%);j = aj;.
(a) Soient A, B € Mat(n,n,C). Montrer que (AB)* = B*A*.
On écrit v € C” en forme de matrice ligne :
v = (v1 vn) vy eCVi=1,...,n.
Une matrice complexe carrée A est dite hermitienne (ou auto-adjointe) si A* = A.
(b) Soit A € Mat(n,n,C) une matrice hermitienne. Montrer que
(v,w)y := vAW"
définit une forme bilinéaire symétrique dans C”.
(c) Soient
1+7 2 0

A= -2i 3—-i 1 , v=(i 2 3+5i), w= (-3 0 4i).
0 1 142

Calculer (v,w)4.

Si(,)a:V xV — F est un produit scalaire, on dit que A est une matrice hermitienne
définie positive.

(d) Montrer que si A € Mat(n,n,R) est définie alors toutes les valeurs propres de A sont
réelles et positives.



