
Algèbre linéaire 1ère année SÉRIE 18 le 3 avril 2006

L’exercice 4 est à rendre le 10 avril au début de la séance d’exercices.

1. Appliquer le procédé de Gram-Schmidt aux bases suivantes.

(a) V = P2(R) ; B = (x, x2, 1) ; 〈p, q〉 =
∫ 1

0
p(x)q(x)dx ;

(b) V = R3 ; B = ((1, 1, 0), (1, 0, 1), (0, 1, 1)) ; produit scalaire euclidéen ;

(c) V = R2, B = (e1, e2), 〈v,w〉 = vt

[
2 −1
−1 1

]
w.

2. Soit A une matrice réelle m×n telle que les colonnes (a1, · · · , an) de A forment une
liste linéairement indépendante. Appliquer le procédé de Gram-Schmidt à (a1, . . . , an)
pour obtenir une base orthonormale de Im A, (q1, . . . ,qn). On pose Q = [q1 · · ·qn].

(a) Montrer que aj = Qrj pour tout j = 1, . . . , n, où rj = [〈aj,q1〉 · · · 〈aj,qn〉]t.
(b) Former la matrice R = [r1 · · · rn]. Montrer que A = QR et que R est triangu-

laire supérieur et inversible.

(c) Trouver une telle QR-décomposition pour la matrice A =




1 1
0 1
1 0


.

3. Une matrice carrée réelle A est dite orthogonale si At = A−1, c-à-d que AtA =
AAt = I.

(a) Montrer que

[
cos α − sin α
sin α cos α

]
et

[
cos α sin α
sin α − cos α

]
sont des matrices orthogo-

nales pour tout α ∈ R. Décrire les opérateurs linéaires associés.

(b) Soient B, B′ deux bases orthonormales de l’espace réel V de dimension finie.
Montrer que [IdV ]B′,B est orthogonale.

(c) Montrer que A−1 est orthogonale si A est orthogonale.

(d) Montrer que si A et B sont des matrices orthogonales n × n, alors AB est
orthogonale.

(e) Montrer que si A est une matrice orthogonale n × n, alors les lignes de A
forment une base orthonormale de Rn par rapport au produit scalaire euclidéen,
et pareillement pour les colonnes de A.

(f) On considère Rn muni du produit scalaire et de la norme euclidéens. Soit
A ∈ Mat(n, n,R). Montrer que

i. A est orthogonale ssi 〈Av, Aw〉 = 〈v,w〉 pour tout v,w ∈ Rn ;

ii. A est orthogonale ssi ‖Av‖ = ‖v‖ pour tout v ∈ Rn.

4. Soit U = span((1, 1, 0, 0), (1, 1, 1, 2)) ⊂ R4. Trouver ~u ∈ U qui minimise ‖~u −
(1, 2, 3, 4)‖.

5. Trouver p ∈ P3(R) qui vérifie p(0) = 0 et p′(0) = 0, qui minimise
∫ 1

−1
(2 + 3x −

p(x))2dx.


