
Algèbre linéaire 1ère année SÉRIE 20 le 24 avril 2006

L’exercice 5 est à rendre le 1er mai au début de la séance d’exercices.

1. Montrer ou munir un contre-exemple : si S, T ∈ L(V ) sont auto-adjoints, alors S ◦T
est auto-adjoint.

2. Montrer que (T k)∗ = (T ∗)k pour tout k ≥ 1.

3. Soit T ∈ L(V ) un opérateur normal. Montrer

(a) que ker T = ker T ∗,

(b) que Im T = Im T ∗.

4. Soit T ∈ L(V ) un opérateur normal. Montrer

(a) que T ∗ ◦ T k = T k ◦ T ∗ ∀k ≥ 1,

(b) que T k est normal ∀k ≥ 1.

5. Soit T ∈ L(V ) un opérateur normal. Montrer que ker T k = ker T et que Im T k =
Im T pour tout k ≥ 1.

6. Montrer qu’il n’existe pas d’opérateur auto-adjoint T ∈ L(R3) tel que T (1, 2, 3) =
(0, 0, 0) et que T (2, 5, 7) = (2, 5, 7).

7. Soit V un C-espace vectoriel, et soit T ∈ L(V ) normal. Montrer que T est auto-
adjoint si et seulement si toute valeur propre de T est réelle.

8. Soit V un C-espace vectoriel, et soit T ∈ L(V ). Montrer que si T est normal, alors
T a une racine carré, c.-à-d. il existe S ∈ L(V ) tel que S ◦ S = T .


