Algebre linéaire 1%°¢ année SERIE 21 le 1 mai 2006

L’exercice 5 est a rendre le 8 mai au début de la séance d’exercices.

1. Soit V un F-espace vectoriel non-nul de dimension finie.

(a) Montrer que

<f7?7> =

(1Z+9° - 12— 7I") Vi,geV

| =

si F =R.
(b) Montrer que
@9 =2 (1Z+71° =17 =g +i |7 +igl]* —i |7 —ig)*) vEgeV
siF=C.

2. Soit V un R-espace vectoriel de dimension 2, muni d’un produit scalaire. Supposons
que T € L(V) est normal. Montrer que si B est une base orthonormale de V' et si
- .

Z a],oua,bER,b%O.

3. Soit U un R-espace vectoriel non-nul de dimension finie. Soit 7" € L(U). Montrer
qu’il existe une base de U formée de vecteurs propres de T' si et seulement si U est
muni d’un produit scalaire par rapport auquel T est auto-adjoint.

A

T n’est pas auto-adjoint, alors [T]p = [

4. Montrer que toute réflexion dans R? (muni du produit scalaire euclidéen) est diago-
nalisable.

5. Montrer que toute isométrie de R? est soit une réflexion, soit une rotation dans le
plan.

6. Soit V' un espace vectoriel de dimension n, muni d’un produit scalaire. Montrer
ou donner un contre-exemple : si S € L(V) et il existe une base orthonormale
(U1, ...,Uy,) de V telle que ||Su;|| = 1 pour tout i, alors S est une isométrie.

7. Soit S € L(R?) une isométrie. Montrer qu’il existe un vecteur ¢ € R? tel que
S0 = .



