Alggbre linéaire 19 année SERIE 22 le 8 mai 2006

L’exercice 6 est a rendre le 15 mai au début de la séance d’exercices.

1. Pour les opérateurs T € L(C?) suivants, trouver tout vecteur propre généralisé.
(a) T(w, 2) = (z,0),
(b) T(w,z) = (=2, w),
(¢) T(w,2) = (bw + z,5z).
2. Supposons que T € L(V) et ¥ € V vérifient T™ 15 # 0 mais 7% = 0 pour un
certain m > 1. Montrer que (7,77, ...,T™ %) est linéairement indépendante.
3. Soient S, T € L(V). Montrer que si S o T est nilpotent, alors 7' o S est nilpotent.

4. Supposons que N € L(V') est nilpotent. Montrer que la seule valeur propre de N
est 0.

5. Soit V un espace vectoriel muni d’un produit scalaire. Montrer que si N € L(V) est
nilpotent et auto-adjoint, alors N = 0.

6. (a) Montrer ou donner un contre-exemple : si T € L(V), alors V =ker T & Im T
(b) Montrer que si T' € L(V), alors V =kerT" & ImT", ou n = dim V.
7. (a) Soit A € Mat(n,n,F). Supposons que A est triangulaire supérieure et que tout

coefficient dans la diagonale est nul. Montrer que A™ = 0. (Indication : montrer
par récurrence que (A*);; =0sii > j—k.)

(b) Soit V un C-espace vectoriel. Supposons que la seule valeur propre de N €
L(V) est 0. Montrer que N est nilpotent. Donner un exemple qui montre que
la conclusion n’est pas toujours vraie dans un R-espace vectoriel.



