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1. (a) Série 12, exercice 5.
(b) Série 13, exercice 6.

2. T(er) =1 = ()1 +0(z) + 0(z?), T(ea) = 1 —x = (1)1 + (=D)z + (0)22, T(e3) = —x + 22
(0)1 + (=1)z + (1)2?, et T(es) = 2% = (0)1 + (0)z + (1)2*. Donc
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On désigne E;; la matrice avec le coefficient (4, j) égal & 1, et les 0 ailleurs. Alors B” = {E11, E12, E21, E2s}.
OI‘7 eVA(l) = I = (1)E11 + (0)E12 + (0)E21 + (1)E227 eVA(.’L‘) = A = (—2)E11 + (5)E12 + (0)E21 —|—
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(B)EQQ, et eVA(ZQ) =A% = 0 9 = (4)E11 + (5)E12 + (0)E21 + (9)E22. Donc
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3. (a) dimV = dim W = 64. L’hypothese sur T signifie que T est injective, c-a-d que ker T' = {0}.
Donc dim(ker7') = 0. Or, dim V' = dim(Im T") +dim(ker T'), donc dim(ImT) = 64 = dim W, ce
qui signifie que T est surjective. Alors pour tout A € W, il existe p € Pg3(R) tel que T'(p) = A.
Par conséquent, la réponse est NON.



(b) Onremarque que L(V, W) est un C-espace vectoriel. De plus, 0 < dim L(V, W) = (dim V)(dim W) <
oo. Alors S* € L(L(V,W),L(V,W)) a une valeur propre, A. Donc I’espace propre E) associé
est un sous-espace vectoriel non-trivial pour S%. Par conséquent, la réponse est QUL

(c) Supposons que v € V vérifie T(Tv) = —6v. Par les hypotheses, v s’écrit uniquement sous la
forme v = u + w, ou Tu = 2u et Tw = —3w. Alors
T(Tv) = —6v

T(Tu+Tw) = —6(u-+w)

T(2u—3w) = —6u— 6w

2Tu — 3Tw = —6u— 6w

du+9w = —6u— 6w

10u = —15w.

Alors, u = —(3/2)w € ker(T + 3 - Idy) Nker(T — 2 - Idy) = {0}. Donc v = 0. Pareillement,
v = 0. Alors v = 0. En conclusion, NON, —6 n’est pas une valeur propre de T'o T'.

(a) A € F est une valeur propre de T 'il existe v € V', v #£ 0, tel que Tv = Av. Un vecteur propre
de T associé a la valeur propre X\ est un vecteur v € V tel que Tv = Av. L’espace propre de T
associé a la valeur propre X est I'espace Ex = {v € V | Tv = Av}.

(b) Soit v € F2, v # 0, t.q. T4v = Av pour un certain \ € F. Alors
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Alors vy 4 2vg = Avy et —v1 — v2 = Avg. Donc v; = —(A + 1)vg, d’olt —(\ + 1)vg + 209 =
—AA + 1Dwg, ou (A2 + 1)vg = 0. Si v = 0 alors v; = —(\ + 1)vg = 0, contradiction. Alors
A2 +1 = 0. Par conséquent, si F =R, alors Tx n’a aucune valeur propre.
Désormais, on prend F = C. Donc A2 +1=0= \ = +i.
Si A =4, alors v1 = —(i + 1)v2. Donc
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Si A = —i, alors vy = —(—i+ 1) = (i — 1)ve. Donc
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(c) Une matrice carrée A = (a;;) est triangulaire supérieure si i > j = a;; = 0, c-a-d que
)\1 *
A = ..
0 An
Si [T)p,p est triangulaire supérieure, alors les valeurs propres de T sont les coefficients de
[T)g,B dans la diagonale.

(d) Une matrice n x n, A = (a;;), est diagonale si et seulement si ¢ # j = a;; = 0.

Si Aq,..., A\, sont des valeurs propres distinctes de T, ou n = dimV, et v; est un vecteur
propre de A; pour i = 1,...,n, alors B = (v1,...,v,) est une base de V, et
A1 0
[T)p5 = [[Tnls - [Tvils] = -
0 An



