
TRAVAIL ÉCRIT II
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[15] 1. (a) Soient S, T ∈ L(V, V ). Montrer que S ◦ T et T ◦ S ont les mêmes
valeurs propres.[10]

(b) Soient S, T ∈ L(V, V ) tel que T possède dim V valeurs propres dis-
tinctes. On suppose que v est un vecteur propre de S si et seulement
si v est un vecteur propre de T . Montrer que S ◦ T = T ◦ S, en
explicitant où l’on utilise la première hypothèse.
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[15]
2. Soit A =

[−2 5
0 3

]
∈ Mat(2, 2,F).

Soient T : F4 → P2(F) et evA : P2(F) → Mat(2, 2,F) les applications
linéaires définies par

T (a, b, c, d) := (a + b)− (b + c)x + (c + d)x2

et
evA(a0 + a1x + a2x

2) := a0I2 + a1A + a2A
2.

Soit B = (~e1, ~e2, ~e3, ~e4), B′ = (1, x, x2), et

B′′ =
([

1 0
0 0

]
,

[
0 1
0 0

]
,

[
0 0
1 0

]
,

[
0 0
0 1

])
,

bases de F4, P2(F), et Mat(2, 2,F), respectivement.
Calculer [T ]B′,B et [evA]B′′,B′ . Utiliser ces calculs pour déterminer [evA ◦T (~v)]B′′
pour un ~v ∈ F4 quelconque.
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3. Justifier votre réponse.[10]

(a) Poser V = P63(R) et W = Mat(8, 8,R). Soit T ∈ L(V, W ) telle que

T (p(x)) = 08×8 ⇒ p(x) = 0.

Existe-t-il A ∈ W telle que T (p(x)) 6= A ∀ p(x) ∈ V ?[10]
(b) Soient V et W des C-espaces vectoriels tels que 0 < dim V < ∞ et

0 < dim W < ∞. Soit S ∈ L(V, V ). Soit S] : L(V, W ) → L(V, W )
l’application linéaire définie par S](T ) := T ◦ S. Existe-t-il un sous-
espace non-trivial de L(V,W ) invariant par rapport à S] ?[10]

(c) Soit V un F-espace vectoriel tel que 0 < dim V < ∞. Soit T ∈
L(V, V ). Si V = ker(T − 2 · IdV )⊕ ker(T + 3 · IdV ), est-ce que −6 est
une valeur propre de T ◦ T ?
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3. (suite)
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[6] 4. (a) Définir les notions de : valeur propre, vecteur propre et espace propre
d’un opérateur linéaire T ∈ L(V, V ).[10]

(b) Trouver tous les espaces propres de

TA : F2 → F2, ~v 7→ A~v,

où A =
[

1 2
−1 −1

]
∈ Mat(2, 2,F).

[4]
(c) Qu’est-ce qu’une matrice triangulaire supérieure ? Soit T ∈ L(V, V )

où 0 < dim V < ∞. S’il existe une base B de V telle que [T ]B,B

soit triangulaire supérieure, quelles sont les valeurs propres de T ?
(Rémarque : Vous n’êtes pas obligé de justifier votre réponse.)[10]

(d) Qu’est-ce qu’une matrice diagonale ? Soit T ∈ L(V, V ) où 0 < dim V <
∞. Montrer que si T admet dim V valeurs propres, alors il existe une
base B de V telle que [T ]B,B soit diagonale.
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4. (suite)
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