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Corrigé de la série 2

Correction exercice 1

e Montrons que f est injective :

fla)=fly) =2 -1=9y" -1
= x =4y ou x,y € [1,+00[ donc z,y sont de méme signe
=1z =y.

e Montrons que f est surjective : soit y € [0,400[. On cherche un élément x € [1,+o0] tel que
y=f(z)=x2*—1. Le réel x = \/y + 1 convient.

Correction exercice 2

1. (a) f([=3,-1]) =[1,9],
f([=2,1]) = [0,4],
f([_?” _1] U [_27 1]) = f([_3> ]) = 079] = f([_37 _1]) U f([_27 1])7
(=3, -1 [=2,1]) = f([-2,-1]) = [1,4] = f([=3, -1]) N f([-2,1]).
(b) f7H(] —00,2)) = [-v2,V2],
f_l([la OO[ :] — 00, — ] U [L 00[7
f_l(] —00,2|U [1700[) = f_l R) =R = f_l(] - 0072]) U _1([1700D?
jz_ig][l— OB 2N [Loo)) = FHL2) = [-V2,-JULVv2] = [~ o02)N

2. (a) Montrons que f(AUB) C f(A)U f(B) :
ye f(AUB) = dre AUB tq. f(x)=y
re AUB = x€AouxeB
reA = y=f(x)e f(A)
re€B = y=f(x)e f(B)
= ye f(AUF(B).

Réciproquement,

y€ f(A)U f(B)
y € f(A)

= y€ f(A) ou f € f(B)
= dreAtq flx)=y
= dJre AUB tq f(x)=y
= ye f(AUuB)

ye f(B) = Jxe€Btyqg fla)=y

= dJre AUB tq f(x)=y

= ye€ f(AUB)

Alors f(AUB) = f(A)U f(B).

—_



(b)

ye f(ANB) = Jx € ANBtyq f(x)=y
reA = ye f(A)
reB = ye f(B)
= ye f(ANf(B)

Alors f(ANB) C f(A)N f(B).

(c)
ye f(ANF(B) = Ja€Atqgy=f(a)etIbe B tq y= f(b)
f injective = a=0>
a=beANB = ye f(ANB)
(d)

z € fH(CUD) f(xyeCuD
f(z) e C ou f(z) € D
ve fHO) oux e f(D)

v e fHC)U (D)

S I

alors [~H(CUD) = f~YC)u f~YD
(e)

~—

ref{(CND) & f(x)eCnD

& f(x)eC et f(xr)e D

& xve fHO)etxe fTH(D)
&

z € fHC)NfH(D)

alors f~H(C N D)= f~YC)n f~YD).

3. On peut prendre, par exemple, A = [—=2,—1] et B=1[1,2]. On a ANB =0 et

f(A) = f(B) =[1,4].

Correction exercice 3

1. L’application f n’est pas injective car f(2) = ‘—51 = f(%)
L’application f n’est pas surjective car y = 2 n’a pas d’antécédent : en effet l’équation

f(x) = 2 devient 2z = 2(1 + 2?) soit 2> —x + 1 = 0 qui n’a pas de solutions réelles

(A =-3).

. On cherche a déterminer l’ensemble des y tel qu’il existe v € R vérifiant f(x) =y. Cette

égalité est équivalente o I'équation yx* — 2z +y = 0 qui a des solutions x réelles si et

seulement si A = 4 — 4y?> > 0. Par conséquent, il y a des solutions si et seulement si
y € [—1,1] et donc f(R) = [—1,1].

. Ona fl(x) = 2112522, donc f' est strictement positive sur | — 1,1[. Par conséquent, ’ap-
plication f est strictement croissante sur [—1,1] avec f(—1) = —1 et f(1) = 1. On en

déduit que la restriction de f de [—1,1] a [—1,1] est une bijection.



Soit y € [—1,1] alors, d’apres le (2), les solutions x possibles de l’équation f(x) = y

1—4/1—y2 1+4/1—y2 1—/1—y2
Yy —_—.

sont v = ——— ou T = . La seule solution x € [—1,1] est v =
y
—n/1—92
En effet, x = Ve - 4 € [-1,1]. Donc f :[-1,1] — [=1,1] a pour applica-
Y 1+\/1_y2
tion réciproque h : [—1,1] — [—1,1] définie par h(y) = #

Correction exercice 4

1. Supposons que go [ est injective, et montrons que [ est injective : soient a, a’ € A avec
f(a) = f(d'), alors, en composant par g, on a : go f(a) = go f(a’). Or, go f est injective
donc a = a’. Par conséquent, [ est injective.

2. Supposons que g o f est surjective, et montrons que g est surjective : soit ¢ € C' comme
go f est surjective il existe a € A tel que g o f(a) = ¢; posons b = f(a), alors g(b) = c.
Par conséquent, g est surjective.

3. Un sens est simple (<) si f et g sont bijectives alors g o f est bijective en tant que
composée d’applications bijectives. De méme avec h o g.

Pour Uimplication directe (=) : si go [ est bijective alors en particulier elle est surjective
et donc d’apres le deuxiéme point g est surjective.

Si hog est bijective, elle est en particulier injective, donc g est injective (c’est le 1.). Par
conséquent g est a la fois injective et surjective donc bijective.

Pour finir f = g~ o (go f) est bijective comme composée d’applications bijectives, de
méme pour h.

Correction exercice 5

1. Soit B C Y, rappellons que par définition, f~(B) ={x € X | f(z) € B}.
Soity € f(f~YB)), il existe x € f~Y(B) tel que y = f(x). Alorsy € B ety € f(X) d’ou
y e BN f(X).
Réciproquement, soit y € BN f(X). Puisque y € f(X), il existe x € X tel que y = f(z).
Comme y= f(z) € B, onax € f(B) et doncy= f(z) € f(f1(B)).

2. Si f est surjective, f(X) =Y donc, par le point 1. :
VBCY, f(fY(B)=Bnf(X)=BnNnY =B.

Réciproquement, supposons que VB CY, f(f~Y(B)) = B. Soity € Y et B = {y}, on a
F(f*{w})) = {y} # 0. Par conséquent, f~({y}) # 0 et donc y admet des antécédents
par f.

3. Par définition,

Q) ={z € X | f(z) € f(A)}.

On commence donc par remarquer que A C f=1(f(A)).
Supposons que f est injective. Soit x € f1(f(A)) alors f(x) € f(A) et donc, il existe
a € A tel que f(x) = f(a). Comme f est injective, on en déduit que v = a € A et donc
f7Hf(A) C A
Réciproquement, supposons que VA C X, f~1(f(A)) = A. Soient x et 2’ dans X tels que
flx) = f@). Pour A = {x} on a, par hypothése, [~ (f({z})) = {x}.
Or, ' € f~1(f({z})) puisque f(z') = f(z) € f({x}). Par conséquent, 2’ = .



Correction exercice 6
Montrons que la restriction de f a [0, 27|, que l'on notera f, est une bijection de [0, 27| sur U,
ot U est le cercle unité de C donné par [’équation (|z] = 1).
o L’application f est surjective car tout nombre compleve de U, représenté par un point M
dans le plan, s’écrit sous la forme cos(t) +i.sin(t) o t est l’angle entre l’aze des abscisses et
le vecteur OM . De plus, on peut choisir t € [0,2x[. (Rappellons que cos®(t) + sin(t) = 1.)
o Lapplication f est injective car :
f@t)=f{t") < cos(t) +i.sin(t) = cos(t') +i.sin(t)
< cos(t) = cos(t') et sin(t) = sin(t').
La premiére égalité équivaut a : t =t + 2kmw avec k € Z ou t = —t' + 2kw avec k € 7Z,
et la seconde équivaut o :t =t + 2km avec k € Z ou t = w — t' + 2kw avec k € Z.
Par conséquent, les deux égalités sont satisfaites si et seulement sit = t' + 2kmw avec k € Z.
Comme t,t' € (0,27 on a k =0 et donc t =t' ce qui prouve linjectivité de f.
En conclusion f est injective et surjective donc bijective.

Correction exercice 7

Raisonnons par contraposée, c¢’est a dire montrons que f(A)N f(B) #0 = AN B # (.

Soit x € f(A)N f(B), alors il existe v € A tel que x = f(a) et il existe b € B tel que x = f(b).
Par conséquent, x = f(a) = f(b). Comme f est injective, on en déduit que a =b € AN B, ce
qui prouve que AN B # .

(On aurait également pu faire un raisonnement pas l'absurde, c’est a dire, supposer que f(A)N
f(B) # 0 et montrer que cela entraine une contradiction avec AN B =1{).)



