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Exercice 1. 1. L’adjoint de T est donné par T* = (=T*T)* = —(T*T)* = —=T*T = T, donc
T est auto-adjoint. Soit A € Spec(T') et v € Vy \ {0}, donc Tv = Av. Appliquer T* =T
aux deux cotés donne —T'v = Av. Par conséquence, (A + A*)v = 0, et donc A(A+ 1) = 0.
Il s’ensuit que A = 0 ou bien A = —1.

2. Si B = (ey,...,e,) est la base canonique de C", alors Ts(e;) est la i-éme colonne de la
matrice ¢ - A. Donc on a Tg(e;) = iTa(e;) pour i =1,...,n, et donc Tp = iT4.
On obtient par conséquent Tj, = (iTy)* = iT} = —iTy = —iT_4 = iT4 = Tg. Donc Tp
est auto-adjoint, et ses valeurs propres sont donc forcément toutes réelles.

N

Nous montrons maintenant que Spec(7'4) = —i Spec(Ts), ce qui impliquera que Spec(T)
—iR =iR.
Soit A € Spec(Tg). 1l existe alors v € C™ non-nul tel que T5(v) = Av. On obtient alors
Ty(v) = —iTg(v) = —idlv, donc —iA € Spec(Ty). De méme, si T4(v) = Av pour un
v € C" non-nul, alors T(v) = iT4(v) = iAv. Comme on a A = —i - i\, on a montré que
Spec(T4) = —i Spec(Tp).

3. Ecrivons T' = Ta4;5. Rappelons que T™* est représenté par la matrice (A +iB)*. De plus,
nous avons (A +iB)* = A*+ (iB)* = A—iB* = A — B, comme A, B sont réelles et
symétriques. On en déduit :

TT*=T"T < (A+iB)(A+iB)"=(A+iB)"(A+iB)
& (A+4iB)(A—iB) = (A—iB)(A+iB)
& A’+iBA—iAB+ B*=A*—-iBA+iAB + B?
& 2i(BA-AB)=0 < AB= BA.

Exercice 2. 1. Pour les noyaux : Pour tout v € V, ||Tv| = ||T*v||. Alors | Tv|| = 0 <
|T*v]| = 0. Par conséquent, Tv = 0 < T*v = 0. Donc ker T" = ker T™.
Pour les images : imT* = (ker T')* = (ker T*)* = im T

2. On procéde par récurrence. Pour k = 1 c’est la définition d’opérateur normal. Supposons,
pour un certain k > 2, que 7% commute avec T*71, c’est-a-dire que T*T*~1 = Trk-1T*,
Alors T*T* = T*TF-T = T+=1T*T = TF-1TT* = T*T*, ce qui termine la récurrence.
On sait par la proposition 9.1 du polycopi¢ que (T*)" = T, donc T est normal si et
seulement si 7™ est normal. En appliquant le résultat ci-dessus a 7™, on obtient (T*)k T =
T (T*)" et donc (T*)* T = T (T*)".

3. On fait une preuve par récurrence. Pour k = 1 c’est I’hypothése. Supposons que T*~! est
normal, k > 2. Alors (T*)*T* = (T YTy Tk AT = T*(TF)* Tk 1T = T*T*1(T+F )T =
Tk—lT*(T*)k—lT — Tk—lT*T(T*)k—l — Tk—lTT*(T*)k—l — Tk(T*)k — Tk(jﬂk)*’ ol on a
utilisé les résultats de la question précédente.

4. Pour le noyau, on fait une preuve par récurrence. Si k = 1, il n’y a rien a faire. Supposons
que pour un certain k > 1, ker T*~! = ker T". Soit v € ker T.. Donc Twv = 0, d’ott T*v =
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TFYTw) =0, et v € ker T*. Par conséquent, ker T' C ker T*. Réciproquement, supposons
que v € ker T*. Alors T(T* 1v) = 0, donc T* v € kerT = (imT*)* = (imT)*, en
utilisant le résultat de la question 1. et le fait que 7" est normal. Comme £ — 1 > 0, on a
k —2 >0 et on peut écrire T v = T(T*2(v)) € imT. Donc T* v € imT N (imT)* =
{0}. Par conséquent, T" v = 0, donc v € ker T*~* = ker T' par hypothése, ce qui termine
I’étape de récurrence.

On montre maintenant que im(7%) = im(7) pour tout & € N. Soit k& > 1. D’aprés la
définition d’un opérateur normal, T" est normal si et seulement si 7™ est normal. On a
alors

im(T*) = (ker((T*))) " = (ker((T")")) " = (ker(T"))" = im(T).

On a utilisé I'égalité (T%)* = (T*)* qui est vraie pour tout k car, d’apreés le cours (SoR)* =
R* o S* pour tout R, S € L£L(V), ainsi que la premiére partie de cette question.

Exercice 3. 1. D’aprés l'exercice 6 de la série 22, on sait qu’il existe un vecteur propre
u' # 0 de T pour une valeur propre A € R. Le vecteur u = «'/||«/|| est un multiple de
u’ de norme 1, c’est donc aussi un vecteur propre de 1" pour la valeur propre A\. On pose
U = span(u). Soit v € U+. On a

(T'(v),u) = (v, T(w)) = Mv,u) =0,

ce qui montre que T'(v) € U*. Ut est donc T-invariant.

2. On peut donc considérer T|y. € L(U*L). L'espace vectoriel UL est muni du produit
scalaire défini par la restriction & U+ du produit scalaire sur V. On a, pour tout v,w € U~ :

(T (v), wyr = (T(v),w) = (v, T(w)) = (v, Ty (W)

L’opérateur T'|;;1 est donc auto-adjoint d’aprés la caractérisation de I’adjoint.

3. Soit n = 1. Alors T' = A1dy. Chaque base orthonormale de V' est composée d'un unique
vecteur normé. Ce vecteur est automatiquement un vecteur propre de 1" pour la valeur
propre A.

On admet que l’assertion a démontrer est vraie pour tout espace vectoriel réel V' de
dimension n — 1 et tout opérateur 7" auto-adjoint de V’. Soit A une valeur propre réelle
de T (qui existe d’aprés l'exercice 6 de la série 22) et u un vecteur propre normé de T' pour
la valeur propre A. On considére U := span(u). Comme dimU+ =n — 1 et T" := Ty
est un élément auto-adjoint de £(UL) d’aprés la question précédente, il existe d’aprés
I'hypothése de récurrence une base (uy,...,u, 1) de UL formée de vecteurs propres de
T|yr. Comme les vecteurs uy, ..., u,_1 sont des vecteurs propres de T'|; 1, ils sont aussi
des vecteurs propres de T'. La liste (u,uy,...,u, 1) est donc une base orthonormée de V'
formée de vecteurs propres de 7T

0
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canonique B = (ey, e5) de R?. (Cet opérateur n’est donc pas auto-adjoint.) Soit a = 0 et
B =1. Alors o < 43 et

(T2 + oT + Bldge]s = [T? 4 Idge]s = (_01 _01) + ((1) (1)) = (8 8) '

T? + oT + B1Idge est donc 'opérateur nul et par conséquent non inversible.

Exercice 4. 1. Soit V = R? et T 'opérateur ayant la matrice [T]g = ( _01> dans la base



2. Soit V' = C? muni du produit scalaire standard et S 'opérateur ayant la matrice [S]g =

(8 (1)) dans la base canonique B = (e, es) de C% Soit U = span(e;). Alors U est

S-invariant puisque S(e;) = 0. On a Ut = span(ep) et U n’est donc pas S-invariant
puisque S(ez) = ;.

3. Soit S, T € L(V') des opérateurs normaux. Alors
S+T)(S+T) =S +D)(S"+T")=8S"+TT "+ ST +TS5"
et
S+ (S+T)=(S"+T)(S+T)=5"S+T"T+ ST+ T"S.
Donc, comme SS* = S*S et TT* = T*T, on al'égalité (S+T)(S+T)* = (S+T)*(S+1T)
si et seulement si ST* +TS* = S*T + T*S.
Prenons V = F? muni du produit scalaire standard. Soit B la base standard de F? et

S, T € L(F?) tels que [T]3 = (g _23) =:Aet [S]p = (é g) =: B. Ces deux opérateurs

sont normaux (S est auto-adjoint et 7" a la forme trouvée dans U'exercice 4 de la série 22
pour un opérateur normal non auto-adjoint réel, qui est aussi normal si on le considére
comme un opérateur complexe) et on a

srarsta= (g o) (5 346 )06 2= (5 6 0)-(5 )

et

srers= (50 D2 D0 D= (3 D= (L))

{T € L(F?) | T normal} n’est donc pas un sous-espace vectoriel de £(F?) car la somme
de deux opérateurs normaux n’est pas forcément un opérateur normal.

On peut généraliser cet exemple a n'importe quel espace vectoriel V' de dimension n > 2
en prenant des opérateurs normaux S, T € L(V') ayant, dans une base orthonormée B de
V', les matrices en blocs suivantes :

e T B

Exercice 5. 1. Soit (eq,...,e,) une base orthonormée de U, qu'on compléte en une base
orthonormée B = (e1,...,€m, €mi1,---,6€,) de V. La matrice de T dans cette base a la
forme

M :=[T]p = (13 2),

avec A € Mat(m,R), B € Mat(n —m,m,R) et C' € Mat(n — m,R). On a utilisé le fait
que U est T-invariant, donc que T'(e;) € span(ey,...,e,) pour i = 1,...,m. On appelle
m;; les coefficients de la matrice M, ¢,5 =1,...,n. Pouri=1,...,m, on a

m m
the] = Z lmie; || = mez
j=1 i=1

HT e;) ||2




On obtient donc

ZHT P =35,

=1 j5=1

Comme [T%]3 = M*, on a également

n n
1T (ea)I* = me@g = ImyelP =Y m3,.
j=1 j=1
On obtient donc
ZHT* D=3 >,
=1 j5=1
Mais comme 7" est normal, on a ||7%(e;)|| = ||T'(e;)|| pour ¢ = 1,...,m. Cela donne

ZIIT e:)||* = ZIIT* eI,

et donc
m n m m
2
DDILTED D) D PH P
i=1 j=1 i=1 j=1 i=1 j=1

en échangeant les indices dans la deuxiéme somme. On obtient donc

m n
E E 2 _

i=1 j=m-+1

Comme ce nombre est la somme des carrés des coefficients (réels!) de B, on a montré que
B = 0. La matrice de T par rapport & la base B est donc de la forme

bl

Cela implique que T'(e;) € span(é,,11, - .., €,) pouri =m+1,...,n. Comme (e,11,...,€,)
est une base de U+, on a donc prouvé que U+ est T-invariant.

. On obtient de la question précédente que
. At 0
= o
Le sous-espace vectoriel U est donc T™-invariant.

. Soit S = Tly € L(U). Soient u,v’ € U. On calcule (S(u),u )y = (T'(u),u')y
(u, T*(u"))y = (u, T*(v'))y, comme T*(U) C U. On a donc S*(u') = T*( ') pour tout
uw' € U d’aprés la caractérisation de I’adjoint. Cela montre que S* =T*|y € L(U).

. On a pour tout u € U :
(Tl o T o) (w) = Tl (T"(u)) = T(T"(u) = T*(T(w) = (T"|y ° Tly)(w),

ou on a utilisé le fait que T' est normal. L’opérateur T'|; est donc normal.

. On a montré dans le point précédent que la restriction de T" & un sous-espace T-invariant
de V est normal. Comme U~ est T-invariant d’aprés le point 1, on peut appliquer ce
résultat a U+,



